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Ââåäåíèå

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ýëëèïñîèäàëüíûì ìåòîäàì â çàäà÷àõ

óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.

Àêòóàëüíîñòü òåìû

Èññëåäîâàíèå ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì îáóñëîâëåíî ñóùåñòâîâàíèåì ïðî-

öåññîâ, çàêîíû ðàçâèòèÿ êîòîðûõ âêëþ÷àþò â ñåáÿ íå òîëüêî òåêóùåå ñîñòîÿ-

íèå, íî è ïðåäûñòîðèþ. Ïîäîáíûå ïðîöåññû âîçíèêàþò â ìåõàíèêå, ýëåêòðî-

äèíàìèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ìåäèöèíå.

Âîçíèêàåò çàïàçäûâàíèå â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäå-

íèé. Çàïàçäûâàòü ìîãóò êàê ñàìè èçìåðåíèÿ, òàê è ïåðåäà÷à ñèãíàëîâ íàáëþ-

äåíèé.

Â ìåõàíèêå ñèñòåìàìè ñ çàïàçäûâàíèåì îïèñûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ íàïðÿ-

æåííîé äå�îðìàöèè ðÿäà ìàòåðèàëîâ. Ýòî çàäà÷è íàñëåäñòâåííîé óïðóãîñòè

èëè âÿçêîóïðóãîñòè. À òàêæå çàäà÷è àýðîàâòîóïðóãîñòè, èçó÷àþùèå äâèæå-

íèÿ òåë ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé.

Â áèîëîãèè çàäà÷è ñ ïîñëåäåéñòâèåì âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ýâîëþöèè

ðàçëè÷íûõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì, â ìåäèöèíå - ïðè îïèñàíèè �óíêöèîíèðî-

âàíèè ñèñòåì æèçíåäåÿòåëüíîñòè îðãàíèçìà (íàïðèìåð êðîâîîáðàùåíèÿ).

Àêòèâíîå èçó÷åíèå óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì íà÷àëîñü â 50-å ãîäà 20-

ãî âåêà. Èññëåäîâàíèåì òàêèõ óðàâíåíèé íà÷àëè çàíèìàòüñÿ À.Ä. Ìûøêèñ
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[36-38℄ è Á.Ñ. �àçóìèõèí [45℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ òåêóùåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ðàñ-

ñìàòðèâàëîñü òîëüêî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. ×òî ñóùåñòâåííî îãðà-

íè÷èâàëî êðóã ðåøàåìûõ çàäà÷.

Íà÷àëî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî ýòàïà ðàçâèòèÿ òåîðèè äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì ñâÿçàíî ñ èìåíåì Í.Í. Êðàñîâñêîãî [18-24℄.

Îí ïåðâûì ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü �óíêöèîíàëüíóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèé

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì [19℄. Ýòî ïîçâîëèëî âûâåñòè òåîðèþ óðàâíåíèé ñ

çàïàçäûâàíèåì íà óðîâåíü ñ òîé æå ñòåïåíüþ äåòàëèçàöèè êàê ó òåîðèè äëÿ

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ïðîäîëæèëèñü â ðàáîòàõ

�. Áåëëìàíà, Ê. Êóêà [5, 53℄, Äæ. Õåéëà [49, 54℄. Ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ñèñòå-

ìàìè ñ çàïàçäûâàíèåì ðàçâèòû â ðàáîòàõ Ñ.Í. Øèìàíîâà [51℄, Þ.Ñ. Îñè-

ïîâà [41℄, À.Á. Êóðæàíñêîãî [25-27℄, Â.Á. Êîëìàíîâñêîãî [3℄, �.Ô. �àáàñîâà,

Ô.Ì. Êèðèëëîâîé [8℄, Í.Â. Àçáåëåâà [1℄, Ë.Ý. Ýëüñãîëüöà, Ñ.Á. Íîðêèíà [52℄,

�.À. Êàìåíñêîãî [14℄, A.M. Çâåðêèíà [11℄, À.Â. Êèìà [15℄, Í.Þ. Ëóêîÿíîâà

[33℄.

Â ïîäõîäå Í.Í. Êðàñîâñêîãî èññëåäóåìóþ ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ýëåìåíòàìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèé ñ ïðåäûñòîðèÿìè. Ýòî ïîçâîëÿåò âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñîáåííîñòüþ ïðè-

ìåíåíèÿ êîòîðîãî áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñòðóêòóðà äàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàþùèåñÿ â �óíêöèîíàëü-

íîì ïðîñòðàíñòâå, òðåáóþò ââåäåíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé â äàííîì ïðî-

ñòðàíñòâå è ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ. �àçëè÷íûå ïîä-

õîäû ê ââåäåíèþ ýòèõ ïðîèçâîäíûõ ìîæíî ïîñìîòðåòü â [3, 15, 33℄.

Äðóãîé ïðîáëåìîé ïðè ðàññìîòðåíèè äàííûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêò-
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íîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîäõîäû äëÿ

ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû õîðîøî èçâåñòíû äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííûìè

ïàðàìåòðàìè - ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [47℄, ìåòîä êâàçèðåøåíèé

Â.Ê. Èâàíîâà [12℄, ìåòîä êâàçèîáðàùåíèÿ Æ.-Ë. Ëèîíñà � �. Ëàòòåñà [32℄ è

äð.

Ïðè îáðàùåíèè ðåøåíèÿ â ñèñòåìàõ ñ çàïàçäûâàíèåì ìîæíî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ìåòîäîì ïðÿìûõ [25℄, à òàêæå ñâåäåíèåì ê óðàâíåíèþ íåéòðàëüíî-

ãî òèïà [5℄. Â ïåðâîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ ñèñòåìó. Äëÿ íåå ïðè

ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ õîðîøî ðàçâèò ìåòîä ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâà-

íèÿ [55-58℄. Ñ ïîìîùüþ ýëëèïñîèäîâ îöåíèâàþòñÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è

ðàçðåøèìîñòè. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ èñêîìûõ ìíîæåñòâ è ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ñèíòåç óïðàâëåíèÿ â ðåæèìå

ðåàëüíîãî âðåìåíè. Èçâåñòíî ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ

çàäà÷. �àñøèðåíèå ãðàíèö ïðèìåíåíèÿ äàííîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷ ïîçâîëèò

ðåøàòü áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷, âêëþ÷àÿ è çàäà÷è ñ çàïàçäûâàíèåì.

Öåëü ðàáîòû

Ïðèìåíèòü ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è öåëåâî-

ãî óïðàâëåíèÿ. Ïîñòðîèòü òðåáóåìûå �óíêöèîíàëû öåíû è ïîëó÷èòü äëÿ

íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Âûïè-

ñàòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè.

Ïîñòðîèòü ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äëÿ çàäà÷

ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ñîâìåùàÿ ìåòîä ïðÿìûõ è ýëëèïñîèäàëüíîå èñ÷èñëåíèå ïîëó÷èòü àëãî-

ðèòì âû÷èñëåíèÿ ñèíòåçà äëÿ çàäà÷ ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ

ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��å-
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ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðîé ñòðîèòñÿ ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ñ ïîìîùüþ

ýëëèïñîèäàëüíûõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè.

Ïîëó÷åíû ÿâíûé âèä �óíêöèîíàëà öåíû è óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûì çàïàçäû-

âàíèåì. �àññìîòðåíû ñëó÷àè íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðå-

øèìîñòè.

Ïîëó÷åíû íîâûå �îðìóëû èñ÷åðïûâàþùèõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê äëÿ

ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì è �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñ ïîìîùüþ ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîñòðîåí àëãîðèòì âû÷èñëå-

íèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè äëÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ëèíåé-

íîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíû-

ìè óðàâíåíèÿìè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü

�àáîòà íîñèò â îñíîâíîì òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ìåòîäû, ðàçâèòûå â ðà-

áîòå, ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü îöåíêè ìíîæåñòâ, êîòîðûå àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ

ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Êàæäàÿ îöåíêà ñ÷èòàåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðó-

ãîé, ÷òî ïîçâîëÿåò àêòèâíî ïîëüçîâàòüñÿ ñóïåðêîìïüþòåðíûìè âû÷èñëåíèÿ-

ìè. Àëãîðèòìû ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàáîòàòü â ðåàëüíîì âðåìåíè,

÷òî ñóùåñòâåííî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ.

Èñïîëüçîâàí ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ �óí-

êöèîíàëà öåíû è âûâîäà óðàâíåíèÿ òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Ñ

ïîìîùüþ ìåòîäîâ âûïóêëîãî àíàëèçà ïîëó÷åí àíàëèòè÷åñêèé âèä èñêîìîãî

�óíêöèîíàëà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîëó÷åíû
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�îðìóëû èñ÷åðïûâàþùèõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè è ñèíòåç óïðàâëåíèÿ äëÿ àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû.

Ïóáëèêàöèè. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 3-õ ðàáîòàõ [61-

63℄. Âñå ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ.

�àáîòû [61, 63℄ ïîäãîòîâëåíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

�àáîòà [62℄ ïîäãîòîâëåíà ñîâìåñòíî ñ À.Í. Äàðüèíûì è À.Á Êóðæàíñêèì.

Èäåÿ èññëåäîâàíèé ïðèíàäëåæèò íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ àâòîðà, àêàäåìè-

êó À.Á. Êóðæàíñêîìó. Àâòîðîì ïîëó÷åíû �îðìóëû ýëëèïñîèäàëüíûõ îöå-

íîê è ýëëèïñîèäàëüíîãî ñèíòåçà óïðàâëåíèé. À.Í. Äàðüèí ïðîâåë ÷èñëåííîå

ìîäåëèðîâàíèå.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëè-

òåðàòóðû.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè ñ çàïàçäûâàíèåì. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî

â ðàáîòå [63℄.

�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì:

ẋ(τ) = A0(τ)x(τ) + A1(τ)x(τ − h) + B(τ)u(τ), τ ∈ [t0, t1],

xt(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0].

ñ ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëåíèå:

u(τ) ∈ P (τ) ïðè τ ∈ [t0, t1]

ãäå P (τ) � íåïðåðûâíàÿ ïî ìåòðèêå Õàóñäîð�à �óíêöèÿ, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå êîìïàêòû â ïðîñòðàíñòâå R
n
.
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Ñòàâèòñÿ çàäà÷à öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà X0(·) íà-
÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé íà ìíîæåñòâî M(·).

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå òåêóùåé ïîçèöèè.

Îïðåäåëåíèå 1. Òåêóùàÿ ïîçèöèÿ {t, xt(·)} ñèñòåìû åñòü ïàðà, ñîñòîÿùàÿ

èç òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t è �óíêöèè xt(·) � ðåøåíèÿ â òåêóùèé

ìîìåíò âðåìåíè âìåñòå ñ ïðåäûñòîðèåé íà èíòåðâàëå [t− h, t).

Â ñèëó �óíêöèîíàëüíîé ïðèðîäû òåêóùåãî �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ (äëÿ ïðî-

äîëæåíèÿ ðåøåíèÿ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè òðåáóåòñÿ çíàòü ïðåäûñòîðèþ

íà îòðåçêå [t− h, t]) âîçìîæíû äâå ïîñòàíîâêè - �óíêöèîíàëüíàÿ è êîíå÷íî-

ìåðíàÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïîïàñòü â öåëåâîå ìíîæåñòâî M(·) ñîñòîÿíèé,
çàäàííûõ â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå H = L2[−h, 0]×R

n
: Â ÷àñòíîñòè,

åñëè òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, òî íåîáõîäèìî óäåðæè-

âàòü ñèñòåìó â ýòîì ñîñòîÿíèè â ïðîñòðàíñòâå R
n
â òå÷åíèè âñåãî îòðåçêà

âðåìåíè äëèòåëüíîñòüþ h. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M(·) ñîñòîèò èç íóëå-
âîé �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà H .

Âî âòîðîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïîïàñòü âî ìíîæåñòâî M êîíå÷íîìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà R
n
. Çäåñü îòñóòñòâóåò òðåáîâàíèå óäåðæàòü ñèñòåìó â ýòîì ìíîæå-

ñòâå ïîñëå ïîïàäàíèÿ â íåãî. Âîçìîæíû äâà êëàññà óïðàâëåíèé � ïðîãðàìì-

íûå u(t) è ñèíòåçèðîâàííûå U(t, xt(·)).

Îáå ïîñòàíîâêè ïîäðàçóìåâàþò ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè Xt[·]
è ðàçðåøèìîñòè Wt[·], ÿâëÿþùèìèñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâàìè âñåâîç-

ìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè ñèñòåìû è

ñîñòîÿíèé, îòêóäà ìîæíî ïîïàñòü â öåëåâîå ìíîæåñòâî:

Xt[·] = Xt(·, t0, X0(·)) =
⋃

{xt(·, t0, xt0(·), u(·))},



11

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | ∃u(·) ∈ U [t, t1] : xt1(·, t, x∗(·), u(·)) ∈ M(·)}.

Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íîìåðíàÿ è �óíêöèîíàëüíàÿ ïîñòàíîâêè çà-

äà÷è öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ íå â çàäàííîå âðåìÿ, à â òå÷åíèå íåêîòîðîãî èíòåð-

âàëà. Â ýòîé ïîñòàíîâêå òðåáóåòñÿ ïîïàäàíèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû â òðåáóåìîå

ìíîæåñòâî íå â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, à â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè

â òå÷åíèè âñåãî çàäàííîãî îòðåçêà. Òî åñòü, äëÿ çàäà÷è öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ

âî ìíîæåñòâî M(·) òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü óñëîâèå xτ (·) ∈ M(·), ïðè êàêîì

ëèáî ìîìåíòå âðåìåíè τ ∈ [t0, t1]. Îñîáåííîñòüþ äàííûõ çàäà÷ áóäåò, âîîáùå

ãîâîðÿ, íåâûïóêëàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè.

Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì ïðè íàõîæäåíèè ââåäåííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ �óíê-

öèîíàë öåíû V (t, xt(·)), çàâèñÿùèé îò òåêóùåé ïîçèöèè, è ìíîæåñòâàìè óðîâ-
íÿ êîòîðîãî áóäåò èñêîìîå ìíîæåñòâî. È äëÿ âñåõ çàäà÷ áóäåò âàæíûì îïðå-

äåëåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè èëè ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà êàê äëÿ �óíê-

öèîíàëîâ, òàê è äëÿ ìíîæåñòâ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ýòè îáúåêòû

ðåêóððåíòíî, òåì ñàìûì óìåíüøàÿ îáúåì âû÷èñëåíèé.

Ôóíêöèîíàë öåíû ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë (1.18)-(1.20). Ñîîòâåòñòâó-

þùåå îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâîìó ñâîéñòâó (1.22)

V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)) = V (t, x∗(·) | τ, V (τ, · | t1, V (t1, ·))), ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1.

À ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîæåñòâà óðîâíÿ:

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | V (t, x∗(·)) ≤ 0}.

Èñïîëüçóÿ ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà ìîæíî ïîëó÷åíî ÿâíîå ïðåäñòàâëå-

íèå �óíêöèîíàëà öåíû V (t, xt(·)), çàäàâàåìîå �îðìóëàìè (1.25)-(1.26)

V (t, x∗(·)) = max
l(·)∈H

ϕ(t, x∗(·), l(·)).
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Çäåñü

ϕ(t, x∗(·), l(·)) = 〈l(·), x∗(·)〉+
〈

LS ′
t1
(·, t)l(·), x(0)

〉

−

−
t1
∫

t

ρ
(

−LB′(τ)S ′
t1(·, τ)l(·)

∣

∣P (τ)
)

dτ+

+
t
∫

t−h

〈

LA′
1(τ + h)S ′

t1
(·, τ + h)l(·), x(τ − t)

〉

dτ − ρ ( l(·)|M)− 1/4 〈l(·), l(·)〉 ,

ãäå îïåðàòîð L îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.3), à �óíêöèÿ x∗(·) âûðàæåíèåì
(1.8).

Äîêàçàíî, ÷òî äàííûé �óíêöèîíàë öåíû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿ �àìèëü-

òîíà - ßêîáè - Áåëëìàíà:

∂V (t, x∗(·))
∂t

+

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x0(·) ,

dx0(·)
dτ

〉

+

+

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x0

, A0(t)x(0) + A1(t)x(−h)

〉

−ρ

(

−B′(t)
∂V (t, x∗(·))

∂x0

∣

∣

∣

∣

P (t)

)

= 0,

 îãðàíè÷åíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t1 :

V (t1, x
∗(·)) = d2(x∗(·),M).

Ñëó÷àé êîíå÷íîìåðíîãî öåëåâîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

çàäà÷è ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì öåëåâûì ìíîæåñòâîì. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè

è �óíêöèîíàë öåíû íàõîäÿòñÿ ïî âûøåîïèñàííûì �îðìóëàì, êîòîðûå ñîõðà-

íÿþò ñâîé âèä. Îòëè÷èå ïðîÿâèòñÿ òîëüêî â êðàåâîì óñëîâèè, êîòîðîå áóäåò

êîíå÷íîìåðíûì.

Ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà (1.27) ñòðîèòñÿ âîîá-

ùå ãîâîðÿ ìíîãîçíà÷íûé ñèíòåç óïðàâëåíèé:

U(t, xt(·)) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′(t)
∂V (t, xt(·))

∂x0
, u

〉

.

Ôîðìóëàìè (1.43)-(1.45) çàäàåòñÿ �óíêöèîíàë öåíû äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíî-

æåñòâà äîñòèæèìîñòè. Äëÿ êîòîðîãî òàêæå âûâîäÿòñÿ ïðèíöèï îïòèìàëüíî-
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ñòè è óðàâíåíèå �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âûïóêëî-

ãî àíàëèçà íàõîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå.

Äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìå-

æóòêà âðåìåíè ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèîíàëû

öåíû.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ èñ÷åðïûâàþùèõ ýëëèïñîèäàëü-

íûõ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ îöåíîê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ó ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà

óïðàâëåíèå. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå [61℄.

Çàäàåòñÿ ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì

ẋ(τ) = A0(τ)x(τ) + A1(τ)x(τ − h) + B(τ)u(τ), τ ∈ [t0, t1],

xt(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0].

íà îòðåçêå [t0, t1].

�åøåíèå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òàê

è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H .

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àþòñÿ äâå ïîñòàíîâêè - êîíå÷íîìåðíàÿ è �óíêöèî-

íàëüíàÿ.

Íà óïðàâëåíèå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþòñÿ ýëëèïñîèäàëüíûå îãðàíè-

÷åíèÿ:

u(τ) ∈ E(q(τ), Q(τ)) ïðè τ ∈ [t0, t1],

x0(τ) ∈ E(x0(τ), X0(τ)), τ ∈ [t0 − h, t0].

Â ýòîì ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîå ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñóììîé

ýëëèïñîèäà è èíòåãðàëà îò ýëëèïñîèäà. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ àïïàðàò âíóòðåí-

íåãî ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ([57℄, ñ.204), ïîëó÷àþòñÿ ÿâíûå èñ÷åðïû-
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âàþùèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X[t] åñòü îáú-

åäèíåíèå ýëëèïñîèäîâ ïî âñåâîçìîæíûì T (·), T0 , T0(·):

X[t] =
⋃

{E(x−(t), X−(t))|T (·), T0, T0(·)}.

�äå

X−(t) = Q∗(t)′Q∗(t),

Q̇∗(τ) = Q∗(τ)A′
0(τ) +Q∗(τ − h)A′

1(τ) + T (τ)Q1/2(τ)B′(τ), τ ∈ [t0, t],

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Q∗(τ) = T0(τ)X
1/2
0 (τ), τ ∈ [t0 − h, t0].

Âûáîðîì ìàòðèö T0(·) è T (·) ([57℄, ñ.204) ìîæíî äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ îïîð-
íûõ �óíêöèé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è âíóòðåííåé îöåíêè äëÿ ëþáîãî çà-

ðàíåå �èêñèðîâàííîãî âåêòîðà l èç R
n
:

Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ âíåøíèõ îöåíîê.

Â �óíêöèîíàëüíîì ñëó÷àå òàêæå ïîëó÷àåòñÿ ïîëó÷èòü âíóòðåííèå èñ÷åð-

ïûâàþùèå îöåíêè ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà, ïðè÷åì íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî

âû÷èñëÿòü ðåêêóðåíòíî.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìîòðåíà àïïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ïðÿìûõ. Îáîáùåí ðåçóëüòàò [25℄ íà ñëó÷àé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì.

Ïðè íàõîæäåíèè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé âîçìîæíû äâà ïîäõîäà. Àïïðîê-

ñèìàöèÿ ðåøåíèé è àïïðîêñèìàöèÿ ñàìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è. Â äàííîì ñëó-

÷àå èñïîëüçóåòñÿ âòîðîé ïîäõîä. Íåîáõîäèìîñòü ðåãóëÿðèçàöèè âûçâàíà íå-

êîððåêòíîñòüþ çàäà÷è íà ïîèñê ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, òðåáóåìîãî ïðè

ïîèñêå ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì

ẋ(τ) = A0(τ)x(τ) + A1(τ)x(τ − h) + B(τ)u(τ), τ ∈ [t0, t1],
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xt(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0].

íà îòðåçêå [t0, t1] ñ îãðàíè÷åííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

‖x0(·)‖ ≤ K1.

Óïðàâëåíèå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷èâàåòñÿ äëÿ τ ∈ [t0, t1]:

‖u(τ)‖ ≤ K2, åñëè u(τ) ∈ P (τ), τ ∈ [t0, t1]

Ýòà ñèñòåìà ìîæíî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẏ0(t) = A0(t)y0(t) + A1(t)ym(t) + B(t)u(t),

ẏ1(t) =
m
h (y0(t)− y1(t)),

...

ẏm(t) =
m
h (ym−1(t)− ym(t)),

ãäå yi(t) ∈ R
n
, i = 0, 1, ..., m.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

y0(t0) = x0(0), yi(t0) =
m

h

(−i+1)h/m
∫

−ih/m

x0(τ)dτ, i = 1, 2, ..., m.

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà :

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ ε > 0, δ > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî M(ε, δ) òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáîãî m > M(ε, δ) ðàâíîìåðíî ïî âñåì íà÷àëüíûì �óíêöèÿì x0(·)
è óïðàâëåíèÿì u(·), óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòâåòñòâåííî (3.10), (3.11) áóäåò

âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

‖x(t− ih/m)− yi(t)‖C[t0+h+δ,t1] < ε, i = 0, 1, ..., m. (0.1)
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Èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðåøèòü çàäà÷ó ñèíòåçà äëÿ ïðèáëèæåííîé

ñèñòåìû ( ïðè ýòîì óïðàâëåíèå è íà÷àëüíîå óñëîâèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü

ñîîòâåòñòâóþùèì îãðàíè÷åíèÿì) è ïîäñòàâèòü íàéäåííûé ñèíòåç â èñõîäíóþ

ñèñòåìó, òî â ðåçóëüòàòå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîïàäàíèå íà öåëåâîå ìíîæåñòâî ñ

òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû óïðàâëåíèÿ êîíêðåòíîé ñè-

ñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé ñè-

ñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì. Îñíîâíûå ìåòîäû è âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàí-

íîé ãëàâå, îïóáëèêîâàíû â ðàáîòå [62℄.

Ââîäèòñÿ �óíêöèÿ öåíû

V (t, x) = min
u

d2(x(t1),M).

Äàííàÿ �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëë-

ìàíà

∂V (t, x)

∂t
+ min

u∈P (t)

〈

∂V (t, x

∂x
, A(t)x+ B0(t)u

〉

V (t1, x)t = d2(x(t1),M)

Òðåáóåìûé ñèíòåç óïðàâëåíèÿ çäåñü ñîñòîèò èç ìèíèìèçàòîðîâ u:

U(t, x) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′
0(t)

∂V (t, x)

∂x
, u

〉

.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé �óíêöèÿ öåíû âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìíîæåñòâî ðàç-

ðåøèìîñòè W [t]:

V (t, x) = d2(X(t1, t)x,X(t1, t)W [t]).

V (t, x) = max
l

{〈X ′(t1, t)l, x〉 − ρ (X ′(t1, t)l|W [t])− 1

4
〈l, l〉} =

= max
l

{〈l, x〉 − ρ ( l|W [t])− 1

4
〈X ′(t, t1)l, X

′(t, t1)l〉},

U(t, x) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′
0(t)l

0, u
〉

,
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ãäå l0 - ìàêñèìèçàòîð â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè.

Íî ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû âåëèêà, äàííûå âûðàæåíèÿ, íåñìîòðÿ

íà ñâîé ÿâíûé âèä, îáëàäàþò áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Íî åñëè

çàìåíèòü òî÷íîå ìíîæåñòâî W [t] íà åãî âíóòðåííþþ ýëëèïñîèäàëüíóþ îöåí-

êó W[t] òî âûðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòÿòñÿ. Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå ìîæåò

áûòü íàéäåíî ïî òåì æå �îðìóëàì, íî ñ çàìåíîé òî÷íîãî ìíîæåñòâà W [t] íà

åãî âíóòðåíþþ îöåíêó Z[t].

Ïðè ýëëèïñîèäàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèå è öåëåâîå ìíîæåñòâî

ñòðîÿòñÿ âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè E(x−(t), X−(t)). È íà èõ îñíî-

âå ïîëó÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèé.

U(t, x) = Argmin
u∈E(p(t),P (t))

〈

B′
0(t)l

0, u
〉

.

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìèçàòîð l0 , íåîáõîäèìûé

äëÿ âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ, ìîæåò áûòü íàéäåí êàê

l0 = 2λ(X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t)),

F (t) = X ′(t, t1)X(t, t1),

ãäå λ � åäèíñòâåííûé íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

〈X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t)), X−(t)(X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t))〉 = 1,

èëè l0 = 0, åñëè íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé íåò.

Ïðèâåäåíû ãðà�è÷åñêèå èëëþñòðàöèè ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê è

ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ.



�ëàâà 1

Î ìåòîäå äèíàìè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ

ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì

Ââåäåíèå

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ äëÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ëèíåéíûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíå-

íèÿìè ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ áûëè èçó÷åíû â ðàáîòàõ [36℄,

[19℄, [5℄, [49℄. Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ â òðàäèöèîííûõ è â èãðîâûõ ïîñòàíîâêàõ

ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [24℄, [27℄. Óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì òàêæå èçó-

÷àëèñü â [7℄, [33℄-[35℄. Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ïîðîæäåíû, êàê èçâåñòíî, �óíê-

öèîíàëüíîé ïðèðîäîé ðåøåíèé ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïîýòîìó, ñëåäóÿ [19℄,

â êà÷åñòâå òåêóùåãî �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðà � âåêòîð çíà-

18
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÷åíèÿ ðåøåíèÿ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè è �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ïðåäûñ-

òîðèþ ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå, çàâèñÿùåì îò âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ. Ñîîò-

âåòñòâåííî îïðåäåëÿåòñÿ è �óíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè íåêîòîðûõ �óíêöèîíàëîâ öåíû çà ñ÷åò

âûáîðà ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâëåíèé.

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíû çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ïðÿìûõ è ïîïÿòíûõ îáëà-

ñòåé äîñòèæèìîñòè [28℄ äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, à òàêæå óêàçàíû ïóòè

ïîñòðîåíèÿ ñòðàòåãèé ñèíòåçà öåëåâûõ óïðàâëåíèé, ïîäâåðæåííûõ àïðèîð-

íûì ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì. Âñëåäñòâèå ýòîãî ïðèâåäåíû ïîñòàíîâ-

êè çàäà÷ êàê â ïðÿìîì, òàê è ïîïÿòíîì âðåìåíè. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ

�óíêöèîíàëîâ öåíû, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ óïîìÿíóòûõ çàäà÷. Íà îñíî-

âå ïðèâåäåííûõ âàðèàíòîâ ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè âûâåäåíû ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå óðàâíåíèÿ òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà, èñïîëüçóÿ êîòîðûå, îêàçû-

âàåòñÿ âîçìîæíûì íàéòè ïîçèöèîííûå ñòðàòåãèè ñèíòåçèðîâàííûõ öåëåâûõ

óïðàâëåíèé. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå [63℄.

1.1 Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîä ïðîñòðàíñòâîì H áóäåì ïîíèìàòü ïðÿìîå ïðîèçâå-

äåíèå ïðîñòðàíñòâ L2([−h, 0),Rn) è R
n
:

H = L2([−h, 0),Rn)× R
n, ãäå ÷èñëî h > 0.

Ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà H ÿâëÿåòñÿ ïàðà {a0 , a0(·)}, ãäå (a0 ∈ R
n
,

a0(·) ∈ L2([−h, 0),Rn)), êîòîðóþ ìîæíî ïîíèìàòü êàê �óíêöèþ a∗(·), îïðå-
äåëåííóþ íà îòðåçêå [−h, 0]:

a∗(0) = a0, a∗(τ) = a0(τ), τ ∈ [−h, 0). (1.1)
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Ïðîñòðàíñòâî H ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

〈a(·), b(·)〉H = 〈a(·), b(·)〉L2[−h,0) + 〈a(0), b(0)〉 .

Çäåñü ïîä ft(·) áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ íà îòðåçêå [−h, 0] è

òàêóþ, ÷òî

ft(τ) = f(t+ τ) ïðè τ ∈ [−h, 0]. (1.2)

Äàëåå â ðàáîòå ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà H áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ îäíèì èç äâóõ

ñïîñîáîâ: a∗(·) èëè at(·).

Ïîä La∗(·) äëÿ a∗(·) ∈ H áóäåì ïîíèìàòü âûðàæåíèå:

La∗(·) = a∗(0) +

0
∫

−h

a∗(τ)dτ, (1.3)

è ïîä A′
, � òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó A ∈ R

n×n.

Ïîä ρ ( l|M) áóäåì ïîíèìàòü îïîðíóþ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà M:

ρ ( l|M) = sup{〈l, x〉 |x ∈ M}.

Ïîä E(q, Q), ãäå q ∈ R
n
, Q ∈ R

n×n
, Q′ = Q ≥ 0, áóäåì ïîíèìàòü ýë-

ëèïñîèä ñ öåíòðîì q è ìàòðèöåé Q, òî åñòü âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

îïðåäåëÿåìîå îïîðíîé �óíêöèåé

ρ ( l| E(q, Q)) = 〈q, l〉+ 〈l, Ql〉1/2 .

Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû Q ýëëèïñîèä E(q, Q) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

E(q, Q) =
⋃

{

x ∈ R
n |
〈

x− q, Q−1(x− q)
〉

≤ 1
}

.
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1.2 Ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ çàïàçäû-

âàíèåì

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì:

ẋ(τ) = A0(τ)x(τ) + A1(τ)x(τ − h) + B(τ)u(τ), τ ∈ [t0, t1], (1.4)

x(τ) ∈ R
n, h > 0, A0(·), A1(·), B(·) ∈ C([t0, t1],R

n×n),

u(·) ∈ L∞([t0, t1],R
n).

Çäåñü u(·) åñòü óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå àïðèîðíîìó îãðàíè÷åíèþ:

u(τ) ∈ P (τ) ïðè τ ∈ [t0, t1], (1.5)

ãäå P (τ) � íåïðåðûâíàÿ ïî ìåòðèêå Õàóñäîð�à �óíêöèÿ, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå êîìïàêòû â ïðîñòðàíñòâå R
n
.

Îïðåäåëåíèå 3. Êëàññîì U [τ1, τ2] äîïóñòèìûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé

íàçîâåì ìíîæåñòâî �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L∞([τ1, τ2],R
n), óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ íà ýòîì îòðåçêå îãðàíè÷åíèþ (1.5).

�åøåíèå ñèñòåìû (1.4) áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå Êàðàòåîäîðè è ðàññìàò-

ðèâàòü â âèäå �óíêöèè xτ (·), ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ â H è îïðåäåëÿåìîé

âûðàæåíèåì (1.2) ([49℄).

Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ {t, x∗(·)} (t ∈ [t0, t1], x
∗(·) ∈ H ), à èìåí-

íî,

xt(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0]. (1.6)

Ïîä xτ (·, t, x∗(·), u(·)) (ïðè τ > t) áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèå xτ (·) ñèñòåìû
(1.4)), (1.6) â ìîìåíò τ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíîé ïîçèöèè {t, x∗(·)} è

óïðàâëåíèè u(·).
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Òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è âûïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

([5℄, ñ.333, [49℄, ñ.51, [27℄ ñ.1400):

xt1(·) = x∗(·) + St1(·, t)x(0) +
t1
∫

t

St1(·, τ)B(τ)u(τ)dτ+

+
t
∫

t−h

St1(·, τ + h)A1(τ + h)xt(τ − t)dτ,
(1.7)

ãäå �óíêöèÿ x∗(·) ∈ H ïðè t1 < t+ h çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

x∗(τ) = x(τ + t1 − t), τ ∈ [−h, t− t1), x∗(τ) = 0, τ ∈ [t− t1, 0]. (1.8)

Â ñëó÷àå t1 ≥ t+ h �óíêöèÿ x∗(τ) = 0 ïðè τ ∈ [−h, 0].

Çäåñü S(·, ·) - ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ñ îïåðåæåíèåì:

∂S(t, τ)

∂τ
= −S(t, τ)A0(τ)− S(t, τ + h)A1(τ + h), (1.9)

S(τ, τ) = I, S(t, τ) = 0, ïðè t < τ. (1.10)

Ôóíêöèÿ St1(·, τ) îïðåäåëÿåòñÿ, ñîãëàñíî (1.2).

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

S(t1, ξ) = S(t1, t)S(t, ξ)+

t
∫

t−h

S(t1, τ +h)A1(τ +h)S(τ, ξ)dτ, ξ ≤ t ≤ t1, (1.11)

Â ñëó÷àå, êîãäà íà÷àëüíîå çíà÷åíèå x∗(·) ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé
�óíêöèåé, âûðàæåíèå (1.4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýâîëþöèîííîå óðàâíå-

íèå â ïðîñòðàíñòâå H �óíêöèè xτ (·), à èìåííî

∂xτ(·)
∂τ

= Aτxτ(·) + Bτu(τ), (1.12)

ãäå Aτ - íåîãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå H ([19℄, .162):

(Aτxτ(·))(0) = A0(τ)xτ(0) + A1(τ)xτ(−h),

(Aτxτ(·))(ξ) = dxτ (ξ)
dξ

, äëÿ ï.â. ξ ∈ [−h, 0).
(1.13)
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Îïåðàòîð Bτ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

(Bτu(τ))(0) = B(τ)u(τ),

(Bτu(τ))(ξ) = 0, äëÿ ï.â. ξ ∈ [−h, 0).
(1.14)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè τ > t+h ðåøåíèå xτ (·) çàäà÷è Êîøè (1.4)-(1.6) áóäåò àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíî ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì íà÷àëüíîì óñëîâèè, ÷òî ñëåäóåò

íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèå (1.4) ìîæíî óïðîñòèòü, à èìåííî, îáíóëèòü ìàòðèöó A0(t), îñòà-

âèâ â ïðàâîé ÷àñòè òîëüêî ñëàãàåìîå ñ çàïàçäûâàíèåì.

Íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé

x(t) = X(t, t0)z(t) (1.15)

ãäå X(t, t0) ðåøåíèå ñèñòåìû

∂X(t, τ)

∂t
= A0(t)X(t, τ),

X(τ, τ) = I

óðàâíåíèå (1.4) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

ż(t) = X(t0, t)A1(t)X(t− h, t0)z(t− h) +X(t0, t)B(t)u(t).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïî t âûðàæåíèå (1.15), ïîëó÷àåì

ẋ(t) =
∂X(t, t0)

∂t
z(t) +X(t, t0)ż(t) =

= A0(t)X(t, t0)z(t)+

+X(t, t0)(X(t0, t)A1(t)X(t− h, t0)z(t− h) +X(t0, t)B(t)u(t)) =

= A0(t)x(t) + A1(t)x(t− h) +B(t)u(t).

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ñâîéñòâî �óíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû X(t, τ), äëÿ êîòîðîé

ñïðàâåäëèâî

X(t, τ)X(τ, t) = I.
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1.3 Îñíîâíûå ïîñòàíîâêè

Äëÿ ââåäåííîé âûøå ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì

(1.4), (1.6) áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ èç çàäàííîãî

ìíîæåñòâà X0
íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé.

Òî åñòü �èêñèðóþòñÿ íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî X0(·) ⊂ H è öåëåâîå ìíîæå-

ñòâî M(·). È òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (1.4), (1.6) èç íà÷àëü-

íîãî ñîñòîÿíèÿ xt0(·):
xt0(·) ∈ X0(·)

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå, ïðèíàäëåæàùåå ìíîæåñòâó M(·).

Â ñèëó �óíêöèîíàëüíîé ïðèðîäû òåêóùåãî �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ âîçìîæíû

äâå ïîñòàíîâêè - �óíêöèîíàëüíàÿ è êîíå÷íîìåðíàÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáó-

åòñÿ ïîïàñòü â öåëåâîå ìíîæåñòâî M(·) ñîñòîÿíèé, çàäàííûõ â �óíêöèîíàëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå H :

xt1(·) ∈ M(·), M(·) ∈ H.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ, òî íåîáõîäè-

ìî óäåðæèâàòü ñèñòåìó â ýòîì ñîñòîÿíèè â ïðîñòðàíñòâå R
n
â òå÷åíèè âñåãî

îòðåçêà âðåìåíè äëèòåëüíîñòüþ h. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M(·) ñîñòîèò
èç íóëåâîé �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà H .

Âî âòîðîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ ïîïàñòü âî ìíîæåñòâî M êîíå÷íîìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà R
n
:

x(t1) = xt1(0) ∈ M, M ∈ R
n.

Çäåñü îòñóòñòâóåò òðåáîâàíèå óäåðæàòü ñèñòåìó â ýòîì ìíîæåñòâå ïîñëå ïî-

ïàäàíèÿ â íåãî.

Â îñíîâíîì áóäóò ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñ ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì

íà óïðàâëåíèå, êîãäà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óïðàâëåíèå ïðèíàäëåæèò
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íåïóñòîìó âûïóêëîìó êîìïàêòíîìó ìíîæåñòâó:

u(τ) ∈ P (τ) ïðè τ ∈ [t0, t1].

Â ÷àñòíîñòè, áóäåò ðàññìîòðåíû ýëëèïñîèäàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëå-

íèÿ, êîãäà ìíîæåñòâî P (τ) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì:

P (τ) = E(q(τ), Q(τ)).

Ìîòèâàöèåé äëÿ ðàññìîòðåíèÿ òàêîãî êëàññà óïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü ïîëó÷åíèÿ ñåìåéñòâ èñ÷åðïûâàþùèõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê â èññëå-

äóåìûõ çàäà÷àõ.

Ââåäåì ïîíÿòèå òåêóùåé ïîçèöèè.

Îïðåäåëåíèå 4. Òåêóùàÿ ïîçèöèÿ {t, xt(·)} ñèñòåìû (1.4) åñòü ïàðà, ñî-

ñòîÿùàÿ èç òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè t è �óíêöèè xt(·) � ðåøåíèÿ â

òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè âìåñòå ñ ïðåäûñòîðèåé íà èíòåðâàëå [t− h, t).

Ïîä÷åðêíåì �àêò òîãî, ÷òî òåêóùàÿ ïîçèöèÿ ñèñòåìû èìååò �óíêöèîíàëü-

íóþ ñòðóêòóðó êàê â êîíå÷íîìåðíîé òàê è â �óíêöèîíàëüíîé ïîñòàíîâêå, òàê

êàê äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.4) íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t îáÿçà-

òåëüíî íóæíî çíàòü ðåøåíèå â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè âìåñòå ñ ïðåäûñòî-

ðèåé íà èíòåðâàëå [t− h, t).

Âîçìîæíû äâà êëàññà óïðàâëåíèé � ïðîãðàììíûå u(t) è ñèíòåçèðîâàííûå

U(t, xt(·)).

Â ïåðâîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå èùåòñÿ â âèäå �óíêöèè u(t), êîòîðàÿ çàâèñèò

òîëüêî îò òåêóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå óïðàâëåíèå èùåòñÿ â âèäå �óíêöèè U(t, xt(·)) (âîîáùå
ãîâîðÿ ìíîãîçíà÷íîé), êîòîðàÿ çàâèñèò îò òåêóùåé ïîçèöèè {t, xt(·)} ñèñòåìû
(1.4).
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Ïðè ýòîì ñèíòåçèðîâàííîå óïðàâëåíèå äîëæíî áûòü äîïóñòèìûì, òî åñòü

óäîâëåòâîðÿòü àïðèîðíûì îãðàíè÷åíèÿì íà óïðàâëåíèå, è â ñëó÷àå ïîäñòà-

íîâêè åãî â óðàâíåíèå (1.4) óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â

ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íîãî ñèíòåçèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ).

Îáå ïîñòàíîâêè ïîäðàçóìåâàþò ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè Xt[·]
è ðàçðåøèìîñòè Wt[·], ÿâëÿþùèìèñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâàìè âñåâîç-

ìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû äîñòèæèìûõ èç íà÷àëüíîé ïîçèöèè ñèñòåìû è

ñîñòîÿíèé, îòêóäà ìîæíî ïîïàñòü â öåëåâîå ìíîæåñòâî:

Xt[·] = Xt(·, t0, X0(·)) =
⋃

{xt(·, t0, xt0(·), u(·))},

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | ∃u(·) ∈ U [t, t1] : xt1(·, t, x∗(·), u(·)) ∈ M(·)}.

Çàìåòèì, ÷òî â îòñóòñòâèå íåîïðåäåëåííîñòè èñêîìûå ìíîæåñòâà äëÿ çàäà÷ ñ

ïðîãðàììíûìè è ñèíòåçèðîâàííûìè óïðàâëåíèÿìè áóäóò ñîâïàäàòü. Òàê êàê

ìíîæåñòâî ñèíòåçèðîâàííûõ óïðàâëåíèé åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîãëîùàåò

ìíîæåñòâî ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé. Â òî æå âðåìÿ óñëîâèÿ, íàëîæåííûå

íà ñèíòåçèðîâàííîå óïðàâëåíèå, òðåáóþò íàëè÷èÿ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè,

êîòîðîé ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîíêðåòíîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå.

Òàêæå áóäóò ðàññìîòðåíû êîíå÷íîìåðíàÿ è �óíêöèîíàëüíàÿ ïîñòàíîâêè

çàäà÷è öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ íå â çàäàííîå âðåìÿ, à â òå÷åíèå íåêîòîðîãî èí-

òåðâàëà. Â ýòîé ïîñòàíîâêå òðåáóåòñÿ ïîïàäàíèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû â òðå-

áóåìîå ìíîæåñòâî íå â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, à â ëþáîé ìîìåíò

âðåìåíè â òå÷åíèè âñåãî çàäàííîãî îòðåçêà. Òî åñòü, äëÿ çàäà÷è öåëåâîãî

óïðàâëåíèÿ âî ìíîæåñòâî M(·) òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü óñëîâèå xτ(·) ∈ M(·),
ïðè êàêîì ëèáî ìîìåíòå âðåìåíè τ ∈ [t0, t1].

Ïîä ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X⋃[t1] (ðàçðåøèìîñòè W⋃[t0]) â òå÷åíèå
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ïðîìåæóòêà [t0, t1] áóäåì ïîíèìàòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè (ðàç-

ðåøèìîñòè) ïðè âñåõ ìîìåíòàõ âðåìåíè t ∈ [t0, t1]:

X⋃[t1] =
⋃

t∈[t0,t1]
{Xt[·]},

W⋃[t0] =
⋃

t∈[t0,t1]
{Wt[·]}.

Îñîáåííîñòüþ äàííûõ çàäà÷ áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâûïóêëàÿ ñòðóêòóðà

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè.

Êëþ÷åâûì ïîíÿòèåì ïðè íàõîæäåíèè ââåäåííûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ �óíê-

öèîíàë öåíû V (t, xt(·)), çàâèñÿùèé îò òåêóùåé ïîçèöèè, è ìíîæåñòâàìè óðîâ-
íÿ êîòîðîãî áóäåò èñêîìîå ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè:

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | V (t, x∗(·)) ≤ 0}.

È äëÿ âñåõ çàäà÷ áóäåò âàæíûì îïðåäåëåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè èëè

ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà êàê äëÿ �óíêöèîíàëîâ, òàê è äëÿ ìíîæåñòâ. Ýòî

äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü ýòè îáúåêòû ðåêóððåíòíî, òåì ñàìûì óìåíüøàÿ

îáúåì âû÷èñëåíèé.

Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ìîæíî âû÷èñëÿòü, çíàÿ åãî çíà÷åíèå

â ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò τ :

Xt(·, t0, X0(·)) = Xt(·, τ, Xτ(·, t0, X0(·))), t0 ≤ τ ≤ t.

Ýòî âûðàæåíèå è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè äëÿ ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè.
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1.4 Ôóíêöèîíàë öåíû äëÿ çàäà÷è ðàçðåøèìî-

ñòè. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè

�àññìîòðèì çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîãäà öåëåâîå ìíîæåñòâî

M(·) ëåæèò â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå H . Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó ìåòî-

äàìè âûïóêëîãî àíàëèçà. Ïðè ýòîì áóäåì ñòðîèòü ðåøåíèå íå äëÿ êàêîãî-òî

�èêñèðîâàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, à äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

èç êîòîðîãî ìîæíî ïîïàñòü â öåëåâîå ìíîæåñòâî. Äëÿ ýòîãî ââåäåì è ïîñòðî-

èì �óíêöèîíàë öåíû, ìíîæåñòâîì óðîâíÿ êîòîðîãî áóäåò èñêîìîå ìíîæåñòâà

ðàçðåøèìîñòè èç êîòîðîãî ìîæíî óïðàâëÿòü ñèñòåìîé.

Ïóñòü M(·) ⊂ H � öåëåâîå ìíîæåñòâî:

xt1(·) ∈ M(·). (1.16)

Îïðåäåëåíèå 5. Ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè Wt[·] = Wt(·, t1,M(·)) â ìî-
ìåíò t ñèñòåìû (1.4), (1.6) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.5), (1.16) áóäåì íàçûâàòü

îáúåäèíåíèå

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | ∃u(·) ∈ U [t, t1] : xt1(·, t, x∗(·), u(·)) ∈ M(·)}, (1.17)

ãäå d2(·, ·) - êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ, ïîðîæäåííîãî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

â ïðîñòðàíñòâå H .

Ïóñòü çàäàíû ïîçèöèÿ {t, x∗(·)} (t ∈ [t0, t1], x
∗(·) ∈ H ), ìîìåíò âðåìå-

íè τ ∈ [t, t1] è ñèëüíî íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë ϕ(·) : H → R
1
. Ââåäåì

îòîáðàæåíèå V (t, x∗(·) | τ, ϕ(·)):

V (t, x∗(·) | τ, ϕ(·)) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{ϕ(xτ(·, t, x∗(·), u(·))) | xt(·) = x∗(·)}, (1.18)

ãäå xτ(·, t, x∗(·), u(·)) ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4)), (1.6) â ìîìåíò τ ïðè ñîîòâåò-

ñòâóþùåé íà÷àëüíîé ïîçèöèè {t, x∗(·)} è óïðàâëåíèè u(·).
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Îïåðàöèÿ ìèíèìèçàöèè â äàííîì ñëó÷àå êîððåêòíà, ò.ê. ìíîæåñòâî âñå-

âîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé xt1(·, t, xt(·), u(·)) ñèñòåìû (1.4), (1.6) â ìîìåíò t1 ≥
t + h ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì êîìïàêòîì â ïðîñòðàíñòâå C[−h, 0], â ñèëó òåîðå-

ìû Àðöåëà-Àñêîëè è ñëàáîé êîìïàêòíîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2[t, t1] ìíîæåñòâà

äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ([17℄, ñ.110, [27℄).

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèîíàë öåíû V (t, x∗(·)) åñòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé çà-
äà÷è:

V (t, x∗(·)) = V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)), (1.19)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V (t1, x
∗(·)) = d2(x∗(·),M(·)), x∗(·) ∈ H. (1.20)

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ èçíà÷àëüíî çàäà÷à ñòàâèòñÿ äëÿ ïðîãðàììíûõ óïðàâëå-

íèé, èñêîìîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò �óíêöèîíàë, ìîæíî èñêàòü

è â âèäå ñèíòåçà, èáî äëÿ çàäà÷ áåç íåîïðåäåëåííîñòè èñïîëüçîâàíèå îáîèõ

êëàññîâ ïðèâîäèò ê îäèíàêîâîìó ðåçóëüòàòó.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíî-

æåñòâà óðîâíÿ �óíêöèîíàëà öåíû

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | V (t, x∗(·)) ≤ 0}.

Äëÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè è �óíêöèîíàëà öåíû ìîæíî âûïèñàòü ñî-

îòâåòñòâóþùèå ïðèíöèïû îïòèìàëüíîñòè, êîòîðûå �îðìóëèðóþòñÿ â ñëåäó-

þùåì âèäå:

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâîìó

ñâîéñòâó

Wt(·, t1,M(·)) = Wt(·, τ,Wτ(·, t1,M(·))), ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1. (1.21)
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Òåîðåìà 4. Îòîáðàæåíèå V (t, x∗(·)) óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâîìó ñâîé-

ñòâó:

V (t, x∗(·)) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{V (τ, xτ(·, t, x∗(·), u(·)))}, ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1. (1.22)

Ïîëó÷åííîå ñâîéñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)) = V (t, x∗(·) | τ, V (τ, · | t1, V (t1, ·))), ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1.

1.5 Âû÷èñëåíèå �óíêöèîíàëà öåíû V (t, x∗(·))
ìåòîäàìè âûïóêëîãî àíàëèçà

Ñîãëàñíî (1.19)-(1.20), ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèîíàëà öåíû

â ñëåäóþùåì âèäå:

V (t, x∗(·)) = min
u(·)∈U [t,t1]

{d2(xt1(·, t, x∗(·), u(·)),M(·)) | xt(·) = x∗(·)}. (1.23)

Çàïèøåì �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ d2(·, ·):

d2(x∗(·),M(·)) = max
l(·)∈H

{〈l(·), x∗(·)〉H − ρ (l(·)|M(·))− 1/4 〈l(·), l(·)〉H}. (1.24)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (1.7) äëÿ âû÷èñëåíèÿ xt1(·) â (1.24) è äàëåå â �îðìóëó
(1.23) äëÿ âû÷èñëåíèÿ V (t, x∗(·)), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

V (t, x∗(·)) = min
u(·)∈U [t,t1]

{d2(xt1(·, t, x∗(·), u(·)),M(·)) | xt(·) = x∗(·)} =

= min
u(·)∈U [t,t1]

max
l(·)∈H

{〈l(·), xt1(·)〉 − ρ ( l(·)|M)− 1/4 〈l(·), l(·)〉} =

= min
u(·)∈U [t,t1]

max
l(·)∈H

{〈l(·), x∗(·)〉+
〈

l(·), St1(·, t)x(0) +
t1
∫

t

St1(·, τ)B(τ)u(τ)dτ

〉

+

+

〈

l(·),
t
∫

t−h

St1(·, τ + h)A1(τ + h)x(τ − t)dτ

〉

− ρ ( l(·)|M(·))− 1/4 〈l(·), l(·)〉}.
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Ââèäó òîãî, ÷òî âûðàæåíèå ïîä ìèíèìàêñîì âîãíóòî ïî ïî l(·) è âûïóê-

ëî ïî u(·), îïåðàöèè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè ([44℄,
ñ.130). Òàêæå ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè îïåðàöèþ ìèíèìóìà ïî u(·) è èíòå-
ãðèðîâàíèÿ, ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ([13℄, ñ.384, [59℄, [60℄, ñ.654, ñ.677).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèîíàëà öåíû:

V (t, x∗(·)) = max
l(·)∈H

ϕ(t, x∗(·), l(·)). (1.25)

Çäåñü

ϕ(t, x∗(·), l(·)) = 〈l(·), x∗(·)〉+
〈

LS ′
t1
(·, t)l(·), x(0)

〉

−

−
t1
∫

t

ρ
(

−LB′(τ)S ′
t1(·, τ)l(·)

∣

∣P (τ)
)

dτ+

+
t
∫

t−h

〈

LA′
1(τ + h)S ′

t1
(·, τ + h)l(·), x(τ − t)

〉

dτ − ρ (l(·)|M(·))−

−1/4 〈l(·), l(·)〉 ,

(1.26)

ãäå îïåðàòîð L îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.3), à �óíêöèÿ x∗(·) âûðàæåíèåì
(1.8).

1.6 Äè��åðåíöèàëüíî-�óíêöèîíàëüíîå óðàâ-

íåíèå òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà

Çàìå÷àíèå 1. Èçâåñòíî ([10℄), ÷òî äëÿ äè��åðåíöèðóåìîãî (ïî Ôðåøå

èëè ïî �àòî) �óíêöèîíàëà Φ(x), îïðåäåëåííîãî íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå X , ïðîèçâîäíàÿ ∇l(Φ(x)) ïî íàïðàâëåíèþ l ∈ X âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîèçâîäíîé è íàïðàâëåíèÿ:

∇l(Φ(x)) =

〈

∂Φ(x)

∂x
, l

〉

.
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Â äàëüíåéøåì, ïîä âûðàæåíèåì

〈

∂Φ(x)
∂x , l

〉

áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ

∇l(Φ(x)) ïî íàïðàâëåíèþ l , êîòîðàÿ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è â ñëó÷àå, êîãäà

�óíêöèîíàë Φ(x) íå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìûì (ïî Ôðåøå è ïî �àòî).

�àññìîòðèì íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ {t, x∗(·)}, ãäå x∗(·) ∈ H � àáñîëþòíî

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèè íà îòðåçêå [−h, 0].

Ïåðåíåñåì âñå ÷ëåíû âûðàæåíèÿ ((1.22)) â ïðàâóþ ÷àñòü è ðàçäåëèì èõ íà

âåëè÷èíó τ − t:

min
u(·)∈U [t,τ ]

{

V (τ, xτ(·, t, x∗(·), u(·)))− V (t, x∗(·))
τ − t

}

= 0, ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1.

Óñòðåìëÿÿ ïåðåìåííóþ τ ê ïåðåìåííîé t, �îðìàëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

min
u∈P (t)

{

dV (t, x∗(·))
dt

∣

∣

∣

∣

(1.4)

}

= 0, t ∈ [t0, t1).

�àñêðûâàÿ ïðîèçâîäíóþ â ñèëó ñèñòåìû (1.4), ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíî-

�óíê-öèîíàëüíîå óðàâíåíèå òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà:

∂V (t, x∗(·))
∂t

+ min
u∈P (t)

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x∗(·) ,Atx

∗(·) + Btu

〉

= 0, t ∈ [t0, t1). (1.27)

Ó÷èòûâàÿ âèä (1.13) îïåðàòîðà At è (1.14) îïåðàòîðà Bt è òî, ÷òî x∗(·)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó {x0

, x0(·)} (ñîãëàñíî ((1.1))), ïîëó÷àåì:

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x∗(·) ,Atx

∗(·) + Btu

〉

=

=

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x0(·) ,

dx0(·)
dτ

〉

+

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x0

, A0(t)x(0) + A1(t)x(−h) + B(t)u

〉

.

Âçÿâ ìèíèìóì ïî u â âûðàæåíèè (1.27), òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðè

t ∈ [t0, t1) ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà - ßêîáè - Áåëë-

ìàíà:

∂V (t, x∗(·))
∂t

+

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x0(·) ,

dx0(·)
dτ

〉

+ (1.28)
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+

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x0

, A0(t)x(0) + A1(t)x(−h)

〉

−ρ

(

−B′(t)
∂V (t, x∗(·))

∂x0

∣

∣

∣

∣

P (t)

)

= 0,

 îãðàíè÷åíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t1 :

V (t1, x
∗(·)) = d2(x∗(·), M(·)). (1.29)

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèîíàë öåíû óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííûõ t, l(·), ñëàãàåìûå âûðàæåíèÿ (1.26), â

êîòîðûå âõîäèò �óíêöèÿ x∗(·), ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè �óíêöèîíàëàìè. Ñëå-

äîâàòåëüíî, �óíêöèîíàë ϕ(t, x∗(·), l(·)), çàäàííûé �îðìóëîé (1.26), ÿâëÿåòñÿ
äè��åðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå ïî ýëåìåíòó x∗(·). Òàê êàê �óíêöèÿ x∗(·) ïî-
ëàãàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, òî ϕ(t, x∗(·), l(·)) äè��åðåíöèðóåìî ïî t.

Ñòàíäàðòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ïðîèçâîäíûõ:

∂ϕ(t, x∗(·), l(·))
∂x0

= LS ′
t1(·, t)l(·), (1.30)

∂ϕ(t, x∗(·), l(·))
∂x0(·)

(τ) =







LA′
1(τ + h+ t)S ′

t1
(·, τ + h+ t)l(·), τ ∈ [−h, τ ∗),

l(τ + t− t1 + h), τ ∈ [τ ∗, 0),

(1.31)

ãäå τ ∗ = min{−h+ t1 − t, 0},

∂ϕ(t, x∗(·), l(·))
∂t

= −
0
∫

τ∗

〈

l(τ + t− t1 + h),
dx(τ)

dτ

〉

dτ−

−
〈

LA′
0(t)S

′
t1(·, t)l(·) + LA′

1(t+ h)S ′
t1(·, t+ h)l(·), x(0)

〉

+

+ρ
(

−LB′(t)S ′
t1
(·, t)l(·)

∣

∣P (t)
)

+
〈

LA′
1(t+ h)S ′

t1
(·, t+ h)l(·), x(0)

〉

−
〈

LA′
1(t)S

′
t1
(·, t)l(·), x(−h)

〉

−

−
t+τ∗
∫

t−h

〈

LA′
1(τ + h)S ′

t1
(·, τ + h)l(·), dx(τ − t)

dτ

〉

dτ.

(1.32)

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñõîäèìîñòü ïî ïåðåìåííîé

x∗(·) ðàññìàòðèâàòü â ñèëüíîé òîïîëîãèè, à ïî l(·) â ñëàáîé, òî ïðîèçâîäíàÿ
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∂ϕ(t,x∗(·),l(·))
∂t

áóäåò íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ t, l(·), ïðè �èê-

ñèðîâàííîì x∗(·), ïðîèçâîäíûå ∂ϕ(t,x∗(·),l(·))
∂x0

è

∂ϕ(t,x∗(·),l(·))
∂x0(·) áóäóò íåïðåðûâíû

ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x∗(·), l(·), à �óíêöèîíàë ϕ(t, x∗(·), l(·)) áóäåò
ïîëóíåïåðåðûâíûì ñâåðõó.

Òàê êàê �óíêöèîíàë ϕ(t, x∗(·), l(·)), ñòðîãî âûïóêëûé ïî l(·), òî ìàêñèìè-
çàòîð l0(·) â (1.25) ïðè �èêñèðîâàííîé ïîçèöèè {t, x∗(·)} åäèíñòâåííûé.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè V (t, x∗(·)), íîðìà ìàêñèìèçàòîðà l0(·) áóäåò îãðà-
íè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé, åñëè íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ {t, x∗(·)} ðàññìàò-

ðèâàòü â �èêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè. À, ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìóì ïî l(·)
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, à ïî øàðó â ïðîñòðàíñòâå

H , êîòîðûé áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñëàáî êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, â ñèëó ðå�ëåê-

ñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

Â ýòèõ óñëîâèÿõ, �óíêöèÿ V (t, x∗(·)) áóäåò äè��åðåíöèðóåìîé ïî Ôðåøå
ïî ïåðåìåííûì t è x∗(·), ÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîâòîðèâ ñõåìó äîêàçàòåëü-
ñòâà èç ([9℄, ñ.35) äëÿ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà î äè��åðåíöèðîâàíèè �óíêöèè ìèíèìóìà

Òåîðåìà 5. Ïóñòü H -ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, D ⊂ H , D - îòêðû-

òîå ìíîæåñòâî, N - êîìïàêòíîå õàóñäîð�îâî ïðîñòðàíñòâî, F (x, y),

F ′
x(x, y) - íåïðåðûâíû íà D×N , òîãäà ∀x ∈ D, ∀α ∈ H ñóùåñòâóåò ïðîèç-

âîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ α �óíêöèè ìèíèìóìà W (x) = min
y∈N

F (x, y), ïðè÷åì

∇αW (x) = min
y∈N(x)

〈F ′
x(x, y), α〉 , ãäå N(x) = Argmin

y∈N
F (x, y). Åñëè ìíîæå-

ñòâî N(x) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà y0 , òîãäà �óíêöèÿ W (x)

äè��åðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå è W ′
x(x) = F ′

x(x, y0)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì

∀x ∈ D, ∀αk ∈ H | ‖αk‖ = 1, xk = x+ αkǫk, k = 1, 2, . . . , ǫk > 0, ǫk → +0.
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W (xk)−W (x)
ǫk

= F (xk,yk)−F (x,y)±F (xk,y)
ǫk

= F (xk,yk)−F (xk,y)+F (xk,y)−F (x,y)
ǫk

≤
≤ {yk ∈ N(xk), ∀y ∈ N(x)} ≤

〈

F ′
x(x+ θk(x

k − x), y), αk

〉

lim sup
k→∞

{

W (xk)−W (x)

ǫk
− 〈F ′

x(x, y), αk〉
}

≤ 0, ∀y ∈ N(x)

â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ïðîèçâîäíîé F ′
x(x, y).

Â ÷àñòíîñòè åñëè αk = α

lim sup
k→∞

{

W (xk)−W (x)

ǫk

}

≤ 〈F ′
x(x, y), α〉 , ∀y ∈ N(x)

.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî â îáðàòíóþ ñòîðîíó.

�àññìîòðèì

W (xk)−W (x)
ǫk

= F (xk,yk)−F (x,y)±F (x,yk)
ǫk

= F (xk,yk)−F (x,yk)+F (x,yk)−F (x,y)
ǫkl

≥
≥
〈

F ′
x(x+ θk(x

k − x), yk), αk

〉

W (xk)−W (x)

ǫk
−
〈

F ′
x(x+ θk(x

k − x), yk), αk

〉

≥ 0

Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kl} òàêàÿ, ÷òî

lim inf
k→∞

{

W (xk)−W (x)

ǫk
−
〈

F ′
x(x+ θk(x

k − x), yk), αk

〉

}

=

= lim
l→∞

{

W (xkl)−W (x)

ǫkl
−
〈

F ′
x(x+ θkl(x

kl − x), ykl), αkl

〉

}

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ykl → y∗ ∈ N òàê êàê N - êîìïàêò. Ïîêàæåì,

÷òî y∗ ∈ N(x). Òàê êàê

F (xkl, ykl) ≤ F (xkl, y), ∀y ⇒ F (x, y∗) ≤ F (x, y).

Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè ìèíèìèçàòîðà y ∈ N(x) ïîëó÷àåì, ÷òî y = y∗ è,

ñëåäîâàòåëüíî,

lim
l→∞

{

W (xkl)−W (x)

ǫkl
− 〈F ′

x(x, y), αkl〉
}

≥ 0.
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Â ñëó÷àå αk = α, è âîîáùå ãîâîðÿ íååäèíñòâåííîãî ìèíèìèçàòîðà y ∈ N(x)

ïîëó÷àåì

lim inf
k→∞

{

W (xk)−W (x)

ǫk

}

≥ 〈F ′
x(x, y

∗), α〉 ≥ min
y∈N(x)

〈F ′
x(x, y), α〉 .

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

∂V (t, x∗(·))
∂t

=
∂ϕ(t, x∗(·), l0(·))

∂t
,

∂V (t, x∗(·))
∂x0

=
∂ϕ(t, x∗(·), l0(·))

∂x0
,

∂V (t, x∗(·))
∂x0(·)

=
∂ϕ(t, x∗(·), l0(·))

∂x0(·)
.

(1.33)

Ïîäñòàâèâ �óíêöèîíàë V (t, x∗(·)) â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.28), ó÷èòûâàÿ

(1.30))-(1.32) è (1.33), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè óðàâíåíèÿ (1.28).

1.7 Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè è �óíêöèîíàë

öåíû â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî öåëåâîãî

ìíîæåñòâà

Âûøå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà öåëåâîå ìíîæåñòâî ëåæèò â áåñêîíå÷-

íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H . Òåïåðü ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé, êîãäà

íóæíî ïåðåâåñòè ñèñòåìó â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ëåæàùåå â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå R
n
.

Çàäàäèì öåëåâîå ìíîæåñòâî M â ïðîñòðàíñòâå R
n
:

xt1(0) ∈ M.

Íî ïîñêîëüêó íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ ñèñòåìû (1.4) íåîáõîäèìî çàäàòü âìåñòå

ñ ïðåäûñòîðèåé, òî è â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíîãî öåëåâîãî ìíîæåñòâà òåêóùàÿ
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ïîçèöèÿ {t, x∗(·)} áóäåò çàäàâàòüñÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå H , òî

åñòü x∗(·) ∈ H .

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè Wt[·] òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîäìíî-

æåñòâîì ïðîñòðàíñòâà H :

Wt[·] = Wt(·, t1,M) =
⋃

{x∗(·) ∈ H|∃u(·) ∈ U [t, t1] : xt1(0, t, x
∗(·), u(·)) ∈ M}.

(1.34)

Ôóíêöèîíàë öåíû V (t, x∗(·)) ââîäèòñÿ àíàëîãè÷íî áåñêîíå÷íîìåðíîìó ñëó-

÷àþ, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå (1.18) îòîáðàæåíèÿ V (t, x∗(·) | τ, ϕ(·)):

Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèîíàë öåíû V (t, x∗(·)) åñòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé çà-
äà÷è:

V (t, x∗(·)) = V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)), (1.35)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V (t1, x
∗(·)) = d2(x(0),M), x∗(·) ∈ H. (1.36)

Îòëè÷èå ñîñòîèò â êðàåâîì óñëîâèè, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå R
n
, à íå â ïðîñòðàíñòâå H .

Ôóíêöèîíàë öåíû ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå, àíàëîãè÷íîì (1.23):

V (t, x∗(·)) = min
u(·)∈U [t,t1]

{d2(xt1(0, t, x
∗(·), u(·)),M) | xt(·) = x∗(·)}. (1.37)

Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ìíîæåñòâà óðîâíÿ

�óíêöèîíàëà öåíû:

Wt[·] =
⋃

{x∗(·) ∈ H | V (t, x∗(·)) ≤ 0}.

Äëÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè è �óíêöèîíàëà öåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèí-

öèïû îïòèìàëüíîñòè (1.21), (1.22) ñîõðàíÿþòñÿ:
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Òåîðåìà 6. Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâîìó

ñâîéñòâó

Wt(·, t1,M) = Wt(·, τ,Wτ(·, t1,M)), ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1.

Òåîðåìà 7. Îòîáðàæåíèå V (t, x∗(·)) óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâîìó ñâîé-

ñòâó:

V (t, x∗(·)) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{V (τ, xτ(·, t, x∗(·), u(·)))}, ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1,

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)) = V (t, x∗(·) | τ, V (τ, · | t1, V (t1, ·))), ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1.

Ïðè ýòîì, ïîëó÷åííîå ìåòîäàìè âûïóêëîãî àíàëèçà àíàëèòè÷åñêîå âûðà-

æåíèå (1.25), (1.26) äëÿ �óíêöèîíàëà öåíû óïðîùàåòñÿ:

V (t, x∗(·)) = max
l∈Rn

〈S ′(t1, t)l, x(0)〉 −
t1
∫

t

ρ (−B′(τ)S ′(t1, τ)l|P (τ)) dτ+

+
t
∫

t−h

〈A′
1(τ + h)S ′(t1, τ + h)l, x(τ − t)〉 dτ − ρ ( l|M)− 1/4 〈l, l〉 ,

(1.38)

Óðàâíåíèå òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà äëÿ �óíêöèîíàëà öåíû çäåñü

ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåò ñâîé âèä: (1.27) è (1.28).

∂V (t, x∗(·))
∂t

+ min
u∈P (t)

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x∗(·) ,Atx

∗(·)
〉

= 0, t ∈ [t0, t1).

Èëè áîëåå äåòàëüíî:

∂V (t, x∗(·))
∂t

+

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x0(·) ,

dx0(·)
dτ

〉

+

+

〈

∂V (t, x∗(·))
∂x0

, A0(t)x(0) + A1(t)x(−h)

〉

−ρ

(

−B′(t)
∂V (t, x∗(·))

∂x0

∣

∣

∣

∣

P (t)

)

= 0.

Ïðè ýòîì ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñòàíîâèòñÿ ñëåäóþùèì:

V (t1, x
∗(·)) = d2(x(0),M).
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1.8 Çàäà÷à áûñòðîäåéñòâèÿ

�àññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ èç òî÷êè âî ìíîæåñòâî â êëàññå ïðî-

ãðàììíûõ óïðàâëåíèé.

Çà�èêñèðóåì íà÷àëüíóþ ïîçèöèþ {t, x∗(·)}. Òðåáóåòñÿ ïîïàñòü âî ìíîæå-
ñòâî M(·) êàê ìîæíî áûñòðåå. Ìíîæåñòâî M(·) ìîæíî áðàòü êàê â ïðî-

ñòðàíñòâå H òàê è â ïðîñòðàíñòâå R
n
.

Â ïåðâîì ñëó÷àå (M(·) ⊂ H ) áóäåì èñêàòü ìèíèìàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

t∗1 òàêîé, ÷òî

xt∗1(·) ∈ M(·),

èëè, åñëè ìîìåíò íåäîñòèæèì, òî òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü:

t∗1 = inf{t1 | xt1(·) ∈ M(·)}.

Âî âòîðîì ñëó÷àå (M ⊂ R
n
) áóäåì èñêàòü ìèíèìàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

t∗1 òàêîé, ÷òî

xt∗1(0) ∈ M,

èëè, åñëè ìîìåíò íåäîñòèæèì, òî òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü:

t∗1 = inf{t1 | xt1(0) ∈ M}.

Â ïåðâîì ñëó÷àå áóäåì îïðåäåëÿòü �óíêöèîíàë öåíû V (t, x∗(·)) ïî �îð-
ìóëàì (1.19), (1.20), (1.23), âî âòîðîì ñëó÷àå ïî �îðìóëàì (1.35)-(1.37). Äàëü-

íåéøàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ â îáåèõ ïîñòàíîâîê áóäåò îäíîé è òîé æå.

Èç îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëà öåíû ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìàëüíûé ìîìåíò âðå-

ìåíè t∗1 ïîïàäàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùåå öåëåâîå ìíîæåñòâî ìîæíî íàéòè, ðå-

øèâ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó ïîèñêà òî÷íîé íèæíåé ãðàíè âñåõ ìîìåíòîâ âðå-

ìåíè t1 , òàêèõ, ÷òî V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)) = 0. Òî åñòü

t∗1 = inf{t1 | V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)) = 0.
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Âîçìîæåí âàðèàíò ïîñòàíîâêè ñ �èêñèðîâàííûì ìîìåíòîì âðåìåíè t1 ,

êîãäà èç çàäàííîãî �àçîâîãî ñîñòîÿíèÿ òðåáóåòñÿ ïîïàñòü â ìîìåíò âðåìåíè

t1 íà ìíîæåñòâî M . Â ýòîì ñëó÷àå èùåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ìîìåíòîâ

âðåìåíè t, òàêèõ ÷òî V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)) = 0. Òî åñòü òðåáóåìûé áëèæàé-

øèé ìîìåíò âðåìåíè t∗ , â êîòîðûé ìîæíî íà÷èíàòü äâèæåíèå íàõîäèòñÿ èç

ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

t∗ = sup{t | V (t, x∗(·) | t1, V (t1, ·)) = 0.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ òðåáóåìûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

ìîæíî èñêàòü èñïîëüçóÿ âèä �óíêöèîíàëà öåíû (1.25)-(1.26) äëÿ áåñêîíå÷-

íîìåðíîãî öåëåâîãî ìíîæåñòâà, è, ñîîòâåòñòâåííî, (1.38) äëÿ öåëåâîãî ìíî-

æåñòâà èç ïðîñòðàíñòâà R
n
.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü l∗(·) ∈ H - ìàêñèìèçàòîð (åäèíñòâåííûé) â âûðà-

æåíèè (1.25) (ñîîòâåòñòâåííî â âûðàæåíèè (1.38) äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî öå-

ëåâîãî ìíîæåñòâà), òîãäà îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u∗(τ) óäîâëåòâîðÿåò

âûðàæåíèþ

−
〈

LB′(τ)S ′
t1(·, τ)l

∗(·), u(τ)
〉

= ρ
(

−LB′(τ)S ′
t1(·, τ)l

∗(·)
∣

∣P (τ)
)

äëÿ ïî÷òè âñåõ τ ∈ [t, t1]. È â ñëó÷àå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè äàííîãî

óðàâíåíèÿ u∗(τ) ñ íåîáõîäèìîñòüþ áóäåò îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì.

1.9 Ñèíòåç óïðàâëåíèé

�àññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ. Èç íà÷àëüíîé ïîçè-

öèè t0, x
0(·) òðåáóåòñÿ ïîïàñòü â öåëåâîå ìíîæåñòâî M(·), êîòîðîå â çàâèñè-

ìîñòè îò ïîñòàíîâêè, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà H èëè R
n
. Òî
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åñòü òðåáóåòñÿ íàéòè �óíêöèþ U(t, x∗(·)), çàâèñÿùóþ îò òåêóùåé ïîçèöèè,

òàêóþ, ÷òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè åå â óðàâíåíèå (1.4), ïîñëåäíåå áóäåò èìåòü ðå-

øåíèå, êîòîðîå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòâåòñòâóþùèì íà÷àëüíûì è öåëåâûì

óñëîâèÿì.

Òàêæå êàê è äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ, ââèäó òîãî, ÷òî òåêóùàÿ ïî-

çèöèÿ â îáåèõ ïîñòàíîâêàõ ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó

H , ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà áóäåò îäèíàêîâà êàê äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî

öåëåâîãî ìíîæåñòâà, òàê è äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî. �àçëè÷íûìè áóäóò çíà÷å-

íèÿ �óíêöèîíàëîâ öåíû è êðàåâûå óñëîâèÿ. Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèÿ òèïà

�àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà áóäóò èìåòü îäèíàêîâûé âèä. Ïîýòîìó âûðà-

æåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèíòåçèðîâàííîãî óïðàâëåíèÿ áóäóò îäèíàêîâûìè â

îáåèõ ïîñòàíîâêàõ.

Èòàê, óðàâíåíèå (1.27) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñèíòåç óïðàâëåíèé:

U(t, xt(·)) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′(t)
∂V (t, xt(·))

∂x0
, u

〉

.

Çàìåòèì, ÷òî ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ U(t, xt(·)) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì îòîá-

ðàæåíèåì, ïîýòîìó, óðàâíåíèå (1.4) ïðåâðàùàåòñÿ â äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ-

÷åíèå

ẋ(τ) ∈ A0(τ)x(τ) + A1(τ)x(τ − h) +B(τ)U(t, xt(·)), τ ∈ [t0, t1], (1.39)

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ �óí-

êöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ åìó ïî÷òè âñþäó.

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè äàííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ðåøàåòñÿ

ïîëîæèòåëüíî.

Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå U(t, xt(·)) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåð-

õó [6℄, ïðèíèìàþùèì âûïóêëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøå-

íèå äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ñóùåñòâóåò ([26℄). Íåïîñðåäñòâåííî ïîä-
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ñòàâëÿÿ ëþáóþ ðåàëèçàöèþ äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ â �óíêöèîíàë

öåíû è èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíè, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî �óíêöèîíàë öåíû áó-

äåò ñîõðàíÿòü ñâîå çíà÷åíèå.

Òàêèì îáðàçîì U(t, xt(·)) ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ñèíòåçèðîâàííûì óïðàâëåíè-

åì.

1.10 Ôóíêöèîíàë öåíû äëÿ çàäà÷è äîñòèæè-

ìîñòè

Íàëîæèì íà íà÷àëüíîå çíà÷åíèå îãðàíè÷åíèÿ:

xt0(·) ∈ X0(·), X0(·) ⊂ H. (1.40)

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè Xt[·] = Xt(·, t0, X0(·)) â ìî-
ìåíò t ñèñòåìû (1.4), (1.6) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.5), (1.40) áóäåì íàçûâàòü

îáúåäèíåíèå

Xt[·] = Xt(·, t0, X0(·)) =
⋃

{xt(·, t0, xt0(·), u(·))}. (1.41)

âñåâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (1.4), (1.6) â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè

îãðàíè÷åíèÿõ (1.5), (1.40).

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ÷òî, äëÿ îòîáðàæåíèÿ

Xt(·, t0, X0(·)) ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè èëè ïîëóãðóïïîâîå ñâîé-

ñòâî:

Xt(·, t0, X0(·)) = Xt(·, τ, Xτ(·, t0, X0(·))), t0 ≤ τ ≤ t. (1.42)

Ïóñòü çàäàíû ïàðàìåòðû t ∈ [t0, t1], xt(·) ∈ H , zt1(·) ∈ H , τ ∈ [t, t1] è

ñèëüíî íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë ϕ(·, ·) : H ×H → R
1
. Ââåäåì îòîáðàæåíèå
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V (t, xt(·), zt1(·) | τ, ϕ(·, ·)):

V (t, xt(·), zt1(·) | τ, ϕ(·, ·)) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{ϕ(xτ(·, t, xt(·), u(·)), zt1(·))}. (1.43)

Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèîíàë öåíû V (t, xt(·), zt1(·)) åñòü ðåøåíèå ñëåäóþ-

ùåé çàäà÷è:

V (t, xt(·), zt1(·)) = V (t, xt(·), zt1(·) | t1, V (t1, ·, ·)), (1.44)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V (t1, x
∗(·), z∗(·)) = d2(x∗(·), z∗(·)), x∗(·) ∈ H, z∗(·) ∈ H. (1.45)

�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðàçðåøèìîñòè è ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ýëåìåíò

xt(·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó {x0
t , x

0
t (·)} (ñîãëàñíî (1.1)), ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 9. Îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíî-

æåñòâà óðîâíÿ �óíêöèîíàëà öåíû

Xt1[·] =
⋃

xt0
(·)∈X0(·)

{zt1(·) | V (t0, xt0(·), zt1(·)) ≤ 0}. (1.46)

Äëÿ V (t, xt(·), zt1(·)) ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè.

Òåîðåìà 10. Îòîáðàæåíèå V (t, xt(·), zt1(·)) óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïî-

âîìó ñâîéñòâó:

V (t, xt(·), zt1(·)) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{V (τ, xτ(·, t, xt(·), u(·)), zt1(·))}, ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1.

Äàííîå ñâîéñòâî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

V (t, xt(·), zt1(·) | t1, V (t1, ·, ·)) =
= V (t, xt(·), zt1(·) | τ, V (τ, ·, · | t1, V (t1, ·, ·))), t ≤ τ ≤ t1.
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Óðàâíåíèå �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

∂V (t, xt(·), zt1(·))
∂t

+

+ min
u∈P (t)

〈

∂V (t, xt(·), zt1(·))
∂x0

t

, A0(t)xt(0) + A1(t)xt(−h) + B(t)u

〉

+

+

〈

∂V (t, xt(·), zt1(·))
∂x0

t (·)
,
dxt(τ)

dτ

〉

= 0, t ∈ [t0, t1),

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V (t1, xt1(·), zt1(·)) = d2(xt1(·), zt1(·)).

Ïðè ýòîì, êàê è â ñåêöèè 1.4, ñîîòâåòñòâóþùèé �óíêöèîíàë öåíû ìîæíî

âûïèñàòü ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ âûïóêëîãî àíàëèçà. Ïîëó÷àåì,

V (t, xt(·), zt1(·)) = max
l(·)∈H

{
〈

LS ′
t1
(·, t)l(·), xt(0)

〉

−

−
t1
∫

t

ρ
(

−LB′(τ)S ′
t1
(·, τ)l(·)

∣

∣P (τ)
)

dτ+

+
t
∫

t−h

〈LA′
1(τ + h)S ′

t1(·, τ + h)l(·), xt(·)〉dτ − 〈l(·), zt1(·)〉−

−1/4〈l(·), l(·)〉},

(1.47)

ãäå îïåðàòîð L îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ((1.3)).

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ è ïðîâåðêè ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ñåêöèÿì 1.5,

1.6.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå ïî ìíîæåñòâó íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé â

âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè (1.46) ìîæíî âíåñòè â âûðàæåíèå

äëÿ �óíêöèîíàëà öåíû:

V0(t0, X0(·), zt1(·)) = inf
xt0

(·)∈X0(·)
{V (t0, xt0(·), zt1(·))}.

Â ýòîì ñëó÷àå

Xt1[·] =
⋃

{zt1(·) | V0(t0, X0(·), zt1(·)) ≤ 0}.
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1.11 Ôóíêöèîíàë öåíû äëÿ çàäà÷è äîñòèæè-

ìîñòè: êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå R
n
, êîãäà íóæíî çíàòü òîëüêî çíà÷åíèå ñèñòåìû â òåêóùèé ìîìåíò

áåç ïðåäûñòîðèè. Òîãäà, àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿ è äî-

êàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 10. Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X[t] = X(t, t0, X
0(·)) â

ìîìåíò t ñèñòåìû (1.4), (1.6) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.5), (1.40) áóäåì íàçû-

âàòü îáúåäèíåíèå

X[t] = X(t, t0, X
0(·)) =

⋃

{xt(0, t0, xt0(·), u(·))}. (1.48)

âñåâîçìîæíûõ êîíå÷íîìåðíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (1.4), (1.6) â ìîìåíò

âðåìåíè t ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (1.5), (1.40).

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò áåñêîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ, äëÿ

îòîáðàæåíèÿ X(t, t0, X
0(·)) ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè âèäà (1.42) íå âûïîëíÿ-

åòñÿ, òàê êàê çíàíèÿ êîíå÷íîìåðíîãî ìíîæåñòâà â òåêóùèé ìîìåíò íåäîñòà-

òî÷íî äëÿ ïðîäîëæåíèÿ àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé � íåîáõîäèìî çíàòü ïðåäûñòî-

ðèþ.

Ïóñòü çàäàíû ïàðàìåòðû t ∈ [t0, t1], xt(·) ∈ H , z ∈ R
n
, τ ∈ [t, t1] è ñèëüíî

íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë ϕ(·, ·) : H × R
n → R

1
.

Ââåäåì îòîáðàæåíèå V (t, xt(·), z | τ, ϕ(·, ·)):

V (t, xt(·), z | τ, ϕ(·, ·)) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{ϕ(xτ(·, t, xt(·), u(·)), z)}. (1.49)

Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèîíàë öåíû V (t, xt(·), z) åñòü ðåøåíèå ñëåäóþùåé
çàäà÷è:

V (t, xt(·), z) = V (t, xt(·), z | t1, V (t1, ·, ·)), (1.50)
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ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V (t1, x
∗(·), z) = d2(x(0), z), x∗(·) ∈ H, z ∈ R

n. (1.51)

�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðàçðåøèìîñòè è ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ýëåìåíò

xt(·) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðó {x0
t , x

0
t (·)} (ñîãëàñíî ((1.1)), ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 11. Îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíî-

æåñòâà óðîâíÿ �óíêöèîíàëà öåíû

X[t1] =
⋃

xt0
(·)∈X0(·)

{z | V (t0, xt0(·), z) ≤ 0}. (1.52)

Òåîðåìà 12. Îòîáðàæåíèå V (t, xt(·), z) óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâîìó

ñâîéñòâó:

V (t, xt(·), z) = min
u(·)∈U [t,τ ]

{V (τ, xτ(·, t, xt(·), u(·)), z)}, ïðè t0 ≤ t ≤ τ ≤ t1.

Äàííîå ñâîéñòâî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

V (t, xt(·), z | t1, V (t1, ·, ·)) =
= V (t, xt(·), z | τ, V (τ, ·, · | t1, V (t1, ·, ·))), t ≤ τ ≤ t1.

Óðàâíåíèå �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

∂V (t, xt(·), z)
∂t

+ min
u∈P (t)

〈

∂V (t, xt(·), z)
∂x0

t

, A0(t)xt(0) + A1(t)xt(−h) + B(t)u

〉

+

+

〈

∂V (t, xt(·), z)
∂x0

t (·)
,
dxt(τ)

dτ

〉

= 0, t ∈ [t0, t1),

ñ êðàåâûì óñëîâèåì

V (t1, xt1(·), z) = d2(xt1(0), zt1(·)).
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Ôóíêöèîíàë öåíû ìîæíî âûïèñàòü ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ âûïóêëîãî àíà-

ëèçà. Ïðè ýòîì âûðàæåíèå (1.47) óïðîùàåòñÿ.

Ïîëó÷àåì,

V (t, xt(·), z)) = max
l∈Rn

{〈S ′(t1, t)l, xt(0)〉−

−
t1
∫

t

ρ (−B′(τ)S ′(t1, τ)l|P (τ)) dτ+

+
t
∫

t−h

〈A′
1(τ + h)S ′(t1, τ + h)l, xt(τ − t)〉dτ − 〈l, z〉 − 1/4〈l, l〉}.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå ïî ìíîæåñòâó íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé â

âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè (1.46) ìîæíî âíåñòè â âûðàæåíèå

äëÿ �óíêöèîíàëà öåíû:

V0(t0, X0(·), z) = inf
xt0

(·)∈X0(·)
{V (t0, xt0(·), z)}.

Â ýòîì ñëó÷àå

X[t1] =
⋃

{z | V0(t0, X0(·), z) ≤ 0}.

1.12 Çàäà÷è äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â

òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè

Ïðè ðåøåíèè îïðåäåëåííîãî êëàññà çàäà÷, êîãäà ñèñòåìó íóæíî ïðèâå-

ñòè èç çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ â èñêîìîå ìíîæåñòâî íå â êîíêðåòíûé ìîìåíò

âðåìåíè, à â ëþáîé â òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà, ïðèõîäèòñÿ èñêàòü íå

ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â êîíêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè, à

îáúåäèíåííûå ìíîæåñòâà.

Ââåäåì ýòè ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïîä ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X⋃[t1] â òå÷åíèå ïðî-

ìåæóòêà [t0, t1] áóäåì ïîíèìàòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ïðè
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âñåõ ìîìåíòàõ âðåìåíè t ∈ [t0, t1]:

X⋃[t1] =
⋃

t∈[t0,t1]
{Xt[·]},

ãäå Xt[·] îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.41).

Îïðåäåëåíèå 13. Ïîä ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè W⋃[t0] â òå÷åíèå ïðî-

ìåæóòêà [t0, t1] áóäåì ïîíèìàòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé ðàçðåøèìîñòè ïðè

âñåõ ìîìåíòàõ âðåìåíè t ∈ [t0, t1]:

W⋃[t0] =
⋃

t∈[t0,t1]
{Wt[·]},

ãäå Wt[·] îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.17).

Îáúåäèíåííóþ îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîæå-

ñòâà óðîâíÿ �óíêöèîíàëà öåíû

X⋃[t1] =
⋃

xt0
(·)∈X0(·),τ∈[t0,t1]

{z∗(·) | V (t0, xt0(·), z∗(·) | τ, V (τ, ·, ·)) ≤ 0}

ãäå V (t0, xt0(·), z∗(·)|τ, V (τ, ·, ·)) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (1.43) ñ êðàåâûì óñëî-

âèåì (1.45) âçÿòûì â ìîìåíò τ :

V (τ, x∗(·), z∗(·)) = d2(x∗(·), z∗(·)), x∗(·) ∈ H, z∗(·) ∈ H.

Ìîæíî âíåñòè îáúåäèíåíèå ïî íà÷àëüíîìó ìíîæåñòâó è ïî âðåìåíè â âû-

ðàæåíèå äëÿ �óíêöèè öåíû

V
⋃

0 (t0, X0(·), z∗(·)) = inf
xt0

(·)∈X0(·),τ∈[t0,t1]
{V (t0, xt0(·), z∗(·) | τ, V (τ, ·, ·))}.

Â ýòîì ñëó÷àå

X⋃[t1] =
⋃

{z∗(·) | V
⋃

0 (t0, X0(·), z∗(·)) ≤ 0}.
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Îáúåäèíåííóþ îáëàñòü ðàçðåøèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîæå-

ñòâà óðîâíÿ �óíêöèîíàëà öåíû

W⋃[t0] =
⋃

τ∈[t0,t1]
{x∗(·) | V (τ, x∗(·)) ≤ 0}.

Ìîæíî âíåñòè îáúåäèíåíèå ïî ïî âðåìåíè â âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè öåíû

V
⋃

0 (t0, x
∗(·)) = inf

τ∈[t0,t1]
{V (τ, x∗(·))}.

Â ýòîì ñëó÷àå

W⋃[t0] =
⋃

{x∗(·) | V
⋃

0 (t0, x
∗(·)) ≤ 0}.

Çàìåòèì, ÷òî ââåäåííûå ìíîæåñòâà è �óíêöèè áóäóò âîîáùå ãîâîðÿ íåâû-

ïóêëûìè.

1.13 Çàäà÷è äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â

òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè:

êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé.

Çàäà÷è äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â òå÷åíèå çàäàííîãî ïðîìåæóòêà

âðåìåíè ìîæíî ðàññìîòðåòü â êîíå÷íîìåðíîé ïîñòàíîâêå. Òî åñòü ðàññìàò-

ðèâàòü êîíå÷íîìåðíîå öåëåâîå ìíîæåñòâî äëÿ çàäà÷è ðàçðåøèìîñòè. È ðàñ-

ñìàòðèâàòü êîíå÷íîìåðíûå ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè â òå÷åíèå çàäàííîãî

ïðîìåæóòêà âðåìåíè ââîäÿòñÿ ÷åðåç ïîíÿòèÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàç-

ðåøèìîñòè â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè, òî îáúåäèíåííîå ìíîæåñòâî äî-

ñòèæèìîñòè òàêæå áóäåò êîíå÷íîìåðíûì. Â òî æå âðåìÿ îáúåäèíåííîå ìíî-

æåñòâî ðàçðåøèìîñòè áóäåò áåñêîíå÷íîìåðíûì.
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Òàêèì îáðàçîì â êîíå÷íîìåðíîé ïîñòàíîâêå îïðåäåëåíèÿ èñêîìûõ ìíî-

æåñòâ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

Îïðåäåëåíèå 14. Ïîä ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X⋃[t1] â òå÷åíèå ïðî-

ìåæóòêà [t0, t1] áóäåì ïîíèìàòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè ïðè

âñåõ ìîìåíòàõ âðåìåíè t ∈ [t0, t1]:

X⋃[t1] =
⋃

t∈[t0,t1]
{X[t]},

ãäå X[t] îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.48).

Îïðåäåëåíèå 15. Ïîä ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè W⋃[t0] â òå÷åíèå ïðî-

ìåæóòêà [t0, t1] áóäåì ïîíèìàòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé ðàçðåøèìîñòè ïðè

âñåõ ìîìåíòàõ âðåìåíè t ∈ [t0, t1]:

W⋃[t0] =
⋃

t∈[t0,t1]
{Wt[·]},

ãäå Wt[·] îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.34).

Îáúåäèíåííóþ îáëàñòü äîñòèæèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîæå-

ñòâà óðîâíÿ �óíêöèîíàëà öåíû

X⋃[t1] =
⋃

xt0
(·)∈X0(·),τ∈[t0,t1]

{z | V (t0, xt0(·), z | τ, V (τ, ·, ·)) ≤ 0}

ãäå V (t0, xt0(·), z|τ, V (τ, ·, ·)) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (1.49) ñ êðàåâûì óñëîâèåì
(1.51) âçÿòûì â ìîìåíò τ :

V (τ, x∗(·), z) = d2(x(0), z), x∗(·) ∈ H, z ∈ R
n.

Ìîæíî âíåñòè îáúåäèíåíèå ïî íà÷àëüíîìó ìíîæåñòâó è ïî âðåìåíè â âû-

ðàæåíèå äëÿ �óíêöèè öåíû

V
⋃

0 (t0, X0(·), z) = inf
xt0

(·)∈X0(·),τ∈[t0,t1]
{V (t0, xt0(·), z | τ, V (τ, ·, ·))}.
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Â ýòîì ñëó÷àå

X⋃[t1] =
⋃

{z | V
⋃

0 (t0, X0(·), z) ≤ 0}.

Îáúåäèíåííóþ îáëàñòü ðàçðåøèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîæå-

ñòâà óðîâíÿ �óíêöèîíàëà öåíû

W⋃[t0] =
⋃

τ∈[t0,t1]
{x∗(·) | V (τ, x∗(·)) ≤ 0}.

Ìîæíî âíåñòè îáúåäèíåíèå ïî ïî âðåìåíè â âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè öåíû

V
⋃

0 (t0, x
∗(·)) = inf

τ∈[t0,t1]
{V (τ, x∗(·))}.

Â ýòîì ñëó÷àå

W⋃[t0] =
⋃

{x∗(·) | V
⋃

0 (t0, x
∗(·)) ≤ 0}.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ââåäåííûå ìíîæåñòâà è �óíêöèè áóäóò âîîáùå ãîâîðÿ

íåâûïóêëûìè.

1.14 Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíû ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðåøàòü çàäà÷è ðàçðåøèìîñòè è äîñòèæèìîñòè äëÿ

ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì.



�ëàâà 2

Ýëëèïñîèäàëüíîå

îöåíèâàíèå ìíîæåñòâ

äîñòèæèìîñòè äëÿ

ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ

ñèñòåì.

Ââåäåíèå.

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà íàõîæäåíèþ èñ÷åðïûâàþùèõ âíóòðåííèõ è âíåø-

íèõ îöåíîê ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ó ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ çà-

ïàçäûâàíèåì ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèå. Èñïîëüçóþò-

ñÿ ðåçóëüòàòû [57℄, [58℄ ãäå ïðèâîäèòñÿ òåõíèêà ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ

äëÿ èíòåãðàëîâ îò ýëëèïñîèäîâ è ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ óïðàâ-

ëÿåìûõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíå-

52
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íèÿìè.

Ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì �îðìóëû äëÿ îöåíêè èíòåãðàëîâ îò ýëëèïñîèäîâ ïî-

ëó÷åíû èñ÷åðïûâàþùèå âíóòðåííèå è âíåøíèå îöåíêè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ

â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ó çàäà÷è ñ çàïàçäû-

âàíèåì. Ïåðåíîñîì ñõåìû îöåíêè èíòåãðàëîâ îò ýëëèïñîèäîâ íà �óíêöèî-

íàëüíîå ïðîñòðàíñòâî è ìíîæåñòâà ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà, ïîëó÷åíû èñ÷åð-

ïûâàþùèå âíóòðåííèå îöåíêè â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìîñòè ó ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû

ðåêóððåíòíûå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê ìíîæåñòâà äî-

ñòèæèìîñòè â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äàííîé

ãëàâû îïóáëèêîâàíî â ðàáîòå [61℄.

2.1 Ñèñòåìà

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì (1.4)-(1.6)

íà îòðåçêå [t0, t1].

Óñëîâèå (1.6) çàïèøåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî íà÷àëüíîãî âðåìåíè:

xt0(·) = x0(·). (2.1)

�åøåíèå x(t) äàííîé ñèñòåìû âûïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

x(t) = S(t, t0)x
0(t0) +

t
∫

t0

S(t, τ)B(τ)u(τ)dτ+

+
t0
∫

t0−h

S(t, τ + h)A1(τ + h)x0(τ)dτ,

(2.2)

�åøåíèå ñèñòåìû (1.4), (1.6) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êîíå÷íîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, êàê âåêòîðíóþ �óíêöèþ x(τ), îïðåäåëåííóþ â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè τ ∈ [t0 − h, t1]. òàê è â ïðîñòðàíñòâå H .
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìó íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè äàííîé ñè-

ñòåìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â äâóõ ïîñòàíîâêàõ - êîíå÷íîìåðíîé è �óíê-

öèîíàëüíîé (ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ äàíû íèæå). Öåëü äàííîé ãëàâû

- ïîëó÷èòü èñ÷åðïûâàþùèå âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè â êîíå÷íîìåðíîì è áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâàõ íà èí-

òåðâàëå âðåìåíè t ∈ [t0, t1] è îïðåäåëèòü, êàêèå èç íèõ ìîæíî âû÷èñëÿòü

ðåêóððåíòíî ïî t, òåì ñàìûì óìåíüøàÿ îáúåì òðåáóåìûõ âû÷èñëåíèé.

2.2 Êîíå÷íîìåðíûé ñëó÷àé

2.2.1 Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè

Íàëîæèì íà óïðàâëåíèå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

u(τ) ∈ E(q(τ), Q(τ)) ïðè τ ∈ [t0, t1], (2.3)

x0(·) ∈ X0(·), (2.4)

ãäå X0(·) - íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà H .

Îïðåäåëåíèå 16. Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè X[t] = X(t, t0, X0(·)) â

ìîìåíò t ñèñòåìû (1.4), (1.6) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.3), (2.4) íàçûâàåòñÿ

îáúåäèíåíèå

X[t] = X(t, t0, X
0(·)) =

⋃

{x(t, t0, x0(·), u(·))}

âñåâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (1.4), (1.6) â ìîìåíò t, ïðè îãðàíè÷å-

íèÿõ (2.3), (2.4).

Â äàëüíåéøåì, îãðàíè÷åíèå (2.4) ïîëàãàåì ñëåäóþùèì:

x0(τ) ∈ E(x0(τ), X0(τ)), τ ∈ [t0 − h, t0]. (2.5)
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Èç (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñóììû ýëëèïñîèäà è èíòåãðàëîâ îò ýëëèïñîèäîâ:

Òåîðåìà 13. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà äîñòè-

æèìîñòè:

X[t] = x∗(t) + S(t, t0)E(0, X0(t0)) +
t
∫

t0

S(t, τ)B(τ)E(0, Q(τ))dτ+

+
t0
∫

t0−h

S(t, τ + h)A1(τ + h)E(0, X0(τ))dτ,

(2.6)

ãäå

x∗(t) = S(t, t0)x0(t0) +
t
∫

t0

S(t, τ)B(τ)q(τ)dτ+

+
t0
∫

t0−h

S(t, τ + h)A1(τ + h)x0(τ)dτ.

(2.7)

Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà (ñì., íàïð., [56℄, ñ.14),

ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ îïîðíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè:

Òåîðåìà 14. Îïîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè âûðàæàåò-

ñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

ρ(l|X[t]) =< l, x∗(t) > + < l, S(t, t0)X0(t0)S
′(t, t0)l >1/2 +

+
t
∫

t0

< l, S(t, τ)B(τ)Q(τ)B′(τ)S ′(t, τ)l >1/2 dτ+

+
t0
∫

t0−h

< l, S(t, τ + h)A1(τ + h)X0(τ)A
′
1(τ + h)S ′(t, τ + h)l >1/2 dτ,

(2.8)

ãäå x∗(t) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.7).

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 15. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X[t] åñòü âûïóêëûé êîìïàêò

â R
n
, è èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ïî t.



56

2.2.2 Âíóòðåííèå îöåíêè

Èñïîëüçóÿ àïïàðàò âíóòðåííåãî ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ ([57℄, ñ.204)

è ïðåäñòàâëåíèå (2.6), ìîæíî âûâåñòè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 16. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X[t] åñòü îáúåäèíåíèå ýëëèï-

ñîèäîâ ïî âñåâîçìîæíûì T (·), T0 , T0(·):

X[t] =
⋃

{E(x−(t), X−(t))|T (·), T0, T0(·)}.

�äå

X−(t) = Q∗(t)′Q∗(t),

Q∗(t) =
t0
∫

t0−h

T0(τ)X
1/2
0 (τ)A′

1(τ + h)S ′(t, τ + h)dτ+

+T0(t0)X
1/2
0 (t0)S

′(t, t0) +
t
∫

t0

T (τ)Q1/2(τ)B′(τ)S ′(t, τ)dτ,

(2.9)

T0(·), T (·) - ëþáûå èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó �óíêöèè, çíà÷åíèÿìè êîòîðûõ

ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû â R
n×n

:

T ′
0(τ)T0(τ) = I, τ ∈ [t0 − h, t0], T ′(τ)T (τ) = I, τ ∈ (t0, t].

Öåíòð ýëëèïñîèäà x−(t) ñîâïàäàåò ñ x∗(t) èç âûðàæåíèÿ (2.7), òî åñòü

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

ẋ−(τ) = A0(τ)x
−(τ) + A1(τ)x

−(τ − h) + B(τ)q(τ), τ ∈ [t0, t], (2.10)

x−(τ) = x0(τ), τ ∈ [t0 − h, t0]. (2.11)

Èç (2.9) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà Q∗(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî äè�-

�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì:

Q̇∗(τ) = Q∗(τ)A′
0(τ) +Q∗(τ − h)A′

1(τ) + T (τ)Q1/2(τ)B′(τ), τ ∈ [t0, t], (2.12)
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ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

Q∗(τ) = T0(τ)X
1/2
0 (τ), τ ∈ [t0 − h, t0]. (2.13)

Ñîîòâåòñòâåííî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ X−(t) ïðèìåò âèä:

Ẋ−(τ) = A0(τ)X
−(τ) +X−(τ)A0(τ)

′+

+A1(τ)Q
∗(τ − h)′Q∗(τ) +Q∗(τ)′Q∗(τ − h)A1(τ)

′+

+Q∗(τ)′T (τ)Q1/2(τ)B(τ)′ +B(τ)Q1/2(τ)T (τ)′Q∗(τ), τ ∈ [t0, t],

(2.14)

ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

X−(τ) = X0(τ), τ ∈ [t0 − h, t0]. (2.15)

Âûáîðîì ìàòðèö T0(·) è T (·) ([57℄, ñ.204) ìîæíî äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ îïîð-
íûõ �óíêöèé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è âíóòðåííåé îöåíêè äëÿ ëþáîãî çà-

ðàíåå �èêñèðîâàííîãî âåêòîðà l èç R
n
:

Òåîðåìà 17. Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà l ∈ Rn
ñóùåñòâóþò �óíêöèè T0(·) è

T (·) òàêèå, ÷òî
ρ(l|X[t]) = ρ(l|E(x−(t), X−(t))). (2.16)

Èñêîìûå T0(·) è T (·) íàõîäÿòñÿ, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

T0(t0)X
1/2
0 (t0)S

′(t, t0)l = λ(ξ)T0(ξ)X
1/2
0 (ξ)A′

1(ξ + h)S ′(t, ξ + h)l =

= λ(τ)T (τ)Q1/2(τ)B′(τ)S ′(t, τ)l,

λ(τ) > 0, λ(ξ) > 0, ξ ∈ [t0 − h, t0), τ ∈ (t0, t].

(2.17)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó âåêòîðó l èç R
n
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ T0(l, ·),

T (l, ·) è X−(l, t), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (2.16).

Òåîðåìà 18. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè åñòü îáúåäèíåíèå ýëëèïñîèäîâ

ïî âñåâîçìîæíûì âåêòîðàì l èç åäèíè÷íîé ñ�åðû:

X[t] =
⋃

{E(x−(t), X−(l, t))|l ∈ R
n : ‖l‖ = 1}.
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Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû T0(·) è T (·) â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò t, äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê â äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè, òðåáóåòñÿ çàíîâî ðåøàòü

ñèñòåìó (2.12)-(2.13).

2.2.3 Ïðèìåð

Ïðîèëëþñòðèðóåì ãðà�è÷åñêè �îðìóëû äëÿ îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè. �àññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð:

A0 =





1 0

0 −1



 , A1 =





−1 0

0 1



 , Q =





1 0

0 10



 , B =





1 0

0 1



 ,

X0(τ) =





4 1

1 0.5



 , τ ∈ [t0 − h, t0], t0 = 0, t1 = 1, n = 2.

È ÷åòûðå ñëó÷àÿ, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà âåëè÷èíîé çàïàçäûâàíèÿ

h: h=0, h=0.01, h=0.1, h=0.3.

�èñóíêè äåìîíñòðèðóþò âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà

äîñòèæèìîñòè â ìîìåíò t = t1 , ïîëó÷åííûå ïî �îðìóëàì (2.12), (2.13)) è

(2.17), è ñîîòâåòñòâóþùèå îïîðíûå ïëîñêîñòè, ïîëó÷åííûå èç �îðìóëû (2.8).

Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âëèÿíèå âåëè÷èíû çàïàçäûâàíèÿ íà ìíîæåñòâî äîñòè-

æèìîñòè.

2.3 Ôóíêöèîíàëüíûé ñëó÷àé

2.3.1 Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè

�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà (1.4), (2.1) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.3), (2.4).

Îïðåäåëåíèå 17. Ïîä ðåøåíèåì (èëè ñîñòîÿíèåì) xt(·) = xt(·, t0, x0(·), u(·))
ñèñòåìû (1.4), (2.1) â �óíêöèîíàëüíîì ñìûñëå â òî÷êå t áóäåì ïîíèìàòü
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h = 0 h = 0.01

h = 0.1 h = 0.3
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ðåøåíèå ñèñòåìû x(τ) íà îòðåçêå [t− h, t] ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëü-

íîì óñëîâèè x0(·) è óïðàâëåíèè u(·).

Çàìå÷àíèå. Â äàëüíåéøåì, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü çàïèñü, ñ÷èòàåì, ÷òî

t ≥ t0 + h. Ñëó÷àé t < t0 + h ðàññìàòðèâàåòñÿ ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå, ðàç-

áèâàÿ îòðåçîê [t− h, t] íà äâà: [t− h, t0] è [t0, t], ñ ðàññìîòðåíèåì ðåøåíèÿ

xt(·) íà êàæäîì èç íèõ.

Íåïîñðåäñòâåííî èç (2.2) è (1.10) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè xt(·):

xt(·) = St(·, t0)x0(t0) +
t
∫

t0

St(·, τ)B(τ)u(τ)dτ+

+
t0
∫

t0−h

St(·, τ + h)A1(τ + h)x0(τ)dτ,

(2.18)

ãäå

St(·, ξ) = {S(τ, ξ), τ ∈ [t− h, t]}.

Îïðåäåëåíèå 18. Ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòè Xt[·] = Xt(·, t0, X0(·)) â

�óíêöèîíàëüíîì ñìûñëå â ìîìåíò t ñèñòåìû (1.4), (2.1) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(2.3), (2.4) íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå

Xt[·] = Xt(·, t0, X0(·)) =
⋃

{xt(·, t0, x0(·), u(·))}

âñåâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé â �óíêöèîíàëüíîì ñìûñëå ñèñòåìû (1.4), (2.1) â

ìîìåíò t, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2.3), (2.4).

Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 19. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè óäîâëåòâîðÿåò ïîëóãðóïïîâî-

ìó ñâîéñòâó:

Xt(·, t0, X0(·)) = Xt(·, τ, Xτ(·, t0, X0(·))), t0 ≤ τ ≤ t.
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Â äàëüíåéøåì, îãðàíè÷åíèå (2.4) ïîëàãàåì (2.5).

Íåïîñðåäñòâåííî èç (2.18) ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìî-

ñòè Xt[·]:

Òåîðåìà 20. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ìíîæåñòâà äîñòè-

æèìîñòè:

X[t] = x∗
t (·) + St(·, t0)E(0, X0(t0)) +

t
∫

t0

St(·, τ)E(0, Q(τ))dτ+

+
t0
∫

t0−h

St(·, τ + h)A1(τ + h)E(0, X0(τ))dτ,

(2.19)

ãäå

x∗
t (·) = St(·, t0)x0(t0) +

t
∫

t0

St(·, τ)q(τ)dτ +
t0
∫

t0−h

St(·, τ + h)A1(τ + h)x0(τ)dτ.

(2.20)

Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé è ñâîéñòâ ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ âêëþ÷åíèé

([48℄, ñ.62, [27℄, ñ.1398) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 21. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Xt[·] åñòü âûïóêëûé êîìïàêò
â ïðîñòðàíñòâå H ïðè t > t0 + h.

Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíûå ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà, ìîæíî ïîëó÷èòü âû-

ðàæåíèå äëÿ îïîðíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè:

Òåîðåìà 22. Îïîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè âûðàæàåò-

ñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

ρ(lt(·)|Xt[·]) = 〈lt(·), x∗
t (·)〉

1/2
H + 〈LS ′

t(·, t0)lt(·), X0(t0)LS
′
t(·, t0)lt(·)〉1/2+

+
t
∫

t0

〈LS ′
t(·, τ)lt(·), Q(τ)LtS

′
t(·, τ)lt(·)〉1/2 dτ+

+
t0
∫

t0−h

〈LS ′
t(·, τ + h)lt(·), A1(τ + h)X0(τ)A

′
1(τ + h)LS ′

t(·, τ + h)lt(·)〉1/2 dτ,

ãäå x∗
t (·) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì (2.20), lt(·) ∈ H .
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�àññìîòðèì �óíêöèþ l∗t (·), çàäàííóþ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

l∗t (t) = S ′(t1, t)l0,

l∗t (τ) = A′
1(τ + h)S ′(t1, τ + h)l0, τ ∈ [t− h, t),

(2.21)

ãäå l0 ∈ R
n
. Â ýòîì ñëó÷àå èç (1.11) ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå LS ′

t(·, ξ)l∗t (·) íå
çàâèñèò îò t:

LS ′
t(·, ξ)l∗t (·) = S ′(t, ξ)l∗t (t) +

t
∫

t−h

S ′(τ, ξ)l∗t (τ)dτ = S ′(t1, ξ)l0. (2.22)

Ñëåäîâàòåëüíî,

〈S ′
t(·, ξ)l∗t (·), a〉H = 〈S ′(t1, ξ)l0, a〉 , äëÿ ëþáîãî a ∈ R

n.

Ïîýòîìó, ìàêñèìóì â îïîðíîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé òðàåê-

òîðèè ñèñòåìû íà îòðåçêå [t0, t1]. Òî åñòü, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà l0 ∈ R
n
ñóùå-

ñòâóþò íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ x0(·), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2.5), è óïðàâëåíèå u(·),
óäîâëåòâîðÿþùåå (2.3), òàêèå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå x̃t(·) â �óíêöè-
îíàëüíîì ñìûñëå ñèñòåìû (1.4), (2.1) íà îòðåçêå [t0, t1] äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì

â îïîðíîé �óíêöèè â íàïðàâëåíèè l∗t (·):

ρ(l∗t (·)|Xt[·]) = 〈l∗t (·), x̃t(·)〉H , t ∈ [t0, t1].

2.3.2 Âíóòðåííèå îöåíêè

Âíóòðåííèå îöåíêè ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ èíñòðóìåíò âíóòðåííåãî

ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ îò ýëëèïñîèäîâ.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïîä ìíîæåñòâîì ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà E(qt(·), Qt(·)),
ãäå qt(·) ∈ H , Qt(·) ∈ Hn×n , Qt(·) = Q′

t(·) > 0, áóäåì ïîíèìàòü âûïóêëîå

çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå H , îïðåäåëÿåìîå îïîðíîé �óíêöèåé

ρ(l(·)|E(qt(·), Qt(·))) = 〈l(·), qt(·)〉H +
〈

LQ
1
2
t (·)l(·), LQ

1
2
t (·)l(·)

〉
1
2

, l(·) ∈ H.
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Ïåðåíåñåì òåõíèêó ýëëèïñîèäàëüíîãî îöåíèâàíèÿ èíòåãðàëîâ îò ýëëèïñî-

èäîâ, èñïîëüçóåìóþ â ([57℄, .204), íà èíòåãðàëû îò ìíîæåñòâ ýëëèïñîèäàëü-

íîãî òèïà.

Äëÿ ýòîãî îöåíèì ñóììó äâóõ ìíîæåñòâ ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà

E(qi(·), Qi(·)), i = 1, 2.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà

E(qi(·), Qi(·)), i = 1, 2. Òîãäà èõ ñóììó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäè-

íåíèÿ ìíîæåñòâ ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà ïî âñåâîçìîæíûì T1 , T2 :

E(q1(·), Q1(·)) + E(q2(·), Q2(·)) =
⋃

{E(q−(·), Q−(·))|T1, T2}.

�äå

Q−(·) = Q∗(·)′Q∗(·),

Q∗
t (·) = T1Q

1(·) 1
2 + T2Q

2(·) 1
2 . (2.23)

T1, T2 - ïðîèçâîëüíûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû â R
n×n

:

T ′
iTi = I, i = 1, 2.

Öåíòð q−(·) ñîâïàäàåò ñ óììîé öåíòðîâ q1(·), q2(·) èñõîäíûõ ìíîæåñòâ

ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà:

q−(·) = q1(·) + q2(·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî öåíòðû ìíîæåñòâ âõîäÿò â îïîðíóþ

�óíêöèþ ëèíåéíûì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó ïðè íóëåâûõ öåí-

òðàõ q1(·), q2(·):
q1(·) = q2(·) = 0.
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Âû÷èñëèì êâàäðàò îïîðíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà E(q−(·), Q−(·)).

ρ ( l(·)|E(q−(·), Q−(·)))2 = 〈LQ∗(·)l(·), LQ∗(·)l(·)〉 =
=
〈

T1Q
1(·) 1

2 l(·) + T2Q
2(·) 1

2 l(·), T1Q
1(·) 1

2 l(·) + T2Q
2(·) 1

2 l(·)
〉

=
〈

LQ1(·) 1
2 l(·), LQ1(·) 1

2 l(·)
〉

+
〈

LQ2(·) 1
2 l(·), LQ2(·) 1

2 l(·)
〉

+

+2
〈

T1LQ
1(·) 1

2 l(·), T2LQ
2(·) 1

2 l(·)
〉

≤

≤ {ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî} ≤
≤
〈

LQ1(·) 1
2 l(·), LQ1(·) 1

2 l(·)
〉

+
〈

LQ2(·) 1
2 l(·), LQ2(·) 1

2 l(·)
〉

+

+2
〈

LQ1(·) 1
2 l(·), LQ1(·) 1

2 l(·)
〉1

2
〈

LQ2(·) 1
2 l(·), LQ2(·) 1

2 l(·)
〉1

2

=

=

(

〈

LQ1(·) 1
2 l(·), LQ1(·) 1

2 l(·)
〉1

2

+
〈

LQ2(·) 1
2 l(·), LQ2(·) 1

2 l(·)
〉1

2

)2

=

=
(

ρ
(

l(·)|E(q1(·), Q1(·))
)

+ ρ
(

l(·)|E(q2(·), Q2(·))
))2

Ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî l(·) ñóùåñòâóþò T1 , T2 òàêèå, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Ýòî âûïîëíåíî åñëè T1 , T2 óäîâëå-

òâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

T1LQ
1(·) 1

2 l(·) = λT2LQ
2(·) 1

2 l(·), ãäå λ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåáèðàÿ âñåâîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ l(·) ∈ H , óáåæäà-

åìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà äëÿ ñóììû ëþáîãî êîíå÷íîãî

÷èñëà ìíîæåñòâ ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà:

Òåîðåìà 24. Ïóñòü çàäàíà ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ ýëëèïñîèäàëüíîãî

òèïà E(qi(·), Qi(·)), i = 1, ..., k . Òîãäà èõ ñóììó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà ïî âñåâîçìîæíûì Ti(·):
k
∑

i=1

E(qi(·), Qi(·)) =
⋃

{E(q−(·), Q−(·))|Ti, i = 1, ..., k}.
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�äå

Q−(·) = Q∗(·)′Q∗(·),

Q∗
t (·) =

n
∑

i=1

TiQ
i(·) 1

2 . (2.24)

Ti - ïðîèçâîëüíûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû â R
n×n

:

T ′
iTi = I.

Öåíòð q−(·) ñîâïàäàåò ñ óììîé öåíòðîâ qi(·) èñõîäíûõ ìíîæåñòâ ýëëèï-

ñîèäàëüíîãî òèïà:

q−(·) =
k
∑

i=1

qi(·).

Ïåðåõîäÿ îò îöåíîê èíòåãðàëüíûõ ñóìì ê îöåíêàì èíòåãðàëîâ, ïîëó÷àåì

ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 25. Ïóñòü çàäàíà ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ ýëëèïñîèäàëüíîãî

òèïà E(q0(·), Q0(·)), E(qτ(·), Qτ(·)). Òîãäà ñóììó èíòåãðàëà îò
E(qτ(·), Qτ(·)) è ìíîæåñòâà E(q0(·), Q0(·)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáú-

åäèíåíèÿ ìíîæåñòâ ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà ïî âñåâîçìîæíûì T0 , T (τ),

τ ∈ [t0, t]:

E(q0(·), Q0(·))+
t
∫

t0

E(qτ(·), Qτ(·))dτ =
⋃

{E(q−t (·), Q−
t (·))|T0, T (τ), τ ∈ [t0, t]}.

�äå

Q−(·) = Q∗(·)′Q∗(·),

Q∗
t (·) = T0Q

0(·) 1
2 +

t
∫

t0

T (τ)Qτ(·)
1
2dτ (2.25)

T0 , T (τ), - ïðîèçâîëüíûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû â R
n×n

:+

T ′
0T0 = T (τ)′T (τ) = I.
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Öåíòð q−(·) ñîâïàäàåò ñ óììîé öåíòðà q0(·) è èíòåãðàëà îò qτ(·) :

q−t (·) = q0(·) +
t
∫

t0

qτ(·)dτ.

Èç (2.19) âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè åñòü èíòåãðàë îò ìíîæåñòâ

ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà. Ïîýòîìó, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 26. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè Xt[·] åñòü îáúåäèíåíèå ìíî-

æåñòâ ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà ïî âñåâîçìîæíûì T (·), T0(·):

Xt[·] =
⋃

{E(x−
t (·), X−

t (·))|T (·), T0(·)}.

�äå

X−
t (·) = Q∗

t (·)′Q∗
t (·),

Q∗
t (·) =

t0
∫

t0−h

T0(τ)X
1/2
0 (τ)A′

1(τ + h)S ′
t(·, τ + h)dτ+

+T0(t0)X
1/2
0 (t0)S

′
t(·, t0) +

t
∫

t0

T (τ)Q1/2(τ)B′(τ)S ′
t(·, τ)dτ,

(2.26)

T0(·), T (·) - ïðîèçâîëüíûå èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó �óíêöèè, çíà÷åíèÿìè êî-

òîðûõ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû â R
n×n

:

T ′
0(τ)T0(τ) = I, τ ∈ [t0 − h, t0], T ′(τ)T (τ) = I, τ ∈ [t0, t].

Öåíòð x−
t (·) ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé x∗

t (·) èç ñîîòíîøåíèÿ (2.20), òî åñòü

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â �óíêöèîíàëüíîì ñìûñëå ñèñòåìû (2.10), (2.11).

Èç (2.26) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ Q∗
t (·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â

�óíêöèîíàëüíîì ñìûñëå ñèñòåìû (2.12), (2.13). Ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíà

X−
t (·) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â �óíêöèîíàëüíîì ñìûñëå ñèñòåìû (2.14), (2.15).

Êàæäîå èç óðàâíåíèé (2.10), (2.12), (2.14) ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì

�óíêöèîíàëüíîì âèäå (1.12) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îïåðàòîðîì A ([19℄, ñ.162).
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Âûáîðîì ìàòðèö T0(·) è T (·) ìîæíî äîáèòüñÿ ñîâïàäåíèÿ îïîðíûõ �óíê-
öèé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è âíóòðåííåé îöåíêè äëÿ ëþáîãî çàðàíåå �èê-

ñèðîâàííîãî ýëåìåíòà lt(·) èç H :

Òåîðåìà 27. Äëÿ ëþáîãî lt(·) ∈ H ñóùåñòâóþò T0(·) è T (·) òàêèå, ÷òî

ρ(lt(·)|Xt[·]) = ρ(lt(·)|E(x−
t (·), X−

t (·))). (2.27)

Èñêîìûå T0(·) è T (·) íàõîäÿòñÿ, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé:

T0(t0)X
1/2
0 (t0)LtS

′
t(·, t0)lt(·) = λ(ξ)T0(ξ)X

1/2
0 (ξ)A′

1(ξ + h)LtS
′
t(·, ξ + h)lt(·) =

= λ(τ)T (τ)Q1/2(τ)B′(τ)LtS
′
t(·, τ)lt(·),

λ(τ) > 0, λ(ξ) > 0, ξ ∈ [t0 − h, t0), τ ∈ [t0, t].

(2.28)

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ýëåìåíòó lt(·) èç ïðîñòðàíñòâà H ñîîòâåòñòâóþò

çíà÷åíèÿ T0(lt(·), ·), T (lt(·), ·) è X−
t (lt(·), ·), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (2.27).

Òåîðåìà 28. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè åñòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ

ýëëèïñîèäàëüíîãî òèïà ïî âñåâîçìîæíûì ýëåìåíòàì lt(·) èç åäèíè÷íîé

ñ�åðû:

Xt[·] =
⋃

{E(x−
t (·), X−

t (lt(·), ·))|lt(·) ∈ H : ‖lt(·)‖ = 1}.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû T0(·) è T (·) â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò t, äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ âíóòðåííèõ îöåíîê â äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè, òðåáóåòñÿ çàíîâî ðåøàòü

ñèñòåìó (2.12)-(2.13).

Îäíàêî, åñëè â êà÷åñòâå ýëåìåíòà lt(·) âçÿòü l∗t (·), îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíî-
øåíèÿìè (2.21), òî ñîîòíîøåíèÿ (2.28) íà T0(·) è T (·) ïðèìóò ñëåäóþùèé

âèä:

T0(t0)X
1/2
0 (t0)S

′(t1, t0)l0 = λ(ξ)T0(ξ)X
1/2
0 (ξ)A′

1(ξ + h)S ′(t1, ξ + h)l0 =

= λ(τ)T (τ)Q1/2(τ)B′(τ)S ′(t1, τ)l0,

λ(τ) > 0, λ(ξ) > 0, ξ ∈ [t0 − h, t0), τ ∈ [t0, t],
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÷òî ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (2.22). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû T0(·) è T (·) íå
çàâèñÿò îò t.

Çíà÷èò, íà îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [t0, t1] âíóòðåííèå îöåíêè, îòâå÷àþùèå ñî-

îòâåòñòâóþùèì êðèâûì l∗t (·) (äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (2.27)), ìîæíî âû-

÷èñëÿòü ðåêóððåíòíî, íå ïåðåñ÷èòûâàÿ çàíîâî ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ (2.12)-(2.13).

2.4 Âíåøíèå îöåíêè.

Çà�èêñèðóåì íåêîòîðûé ìîìåíò t > t0 .

Èç (2.6) ([57℄) ñëåäóåò ÷òî ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè X[t] ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü êàê ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñîèäîâ.

X[t] =
⋂

(E(x+, X+(t))|p(·), p0(·))

X+(t) íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå:

X+(t) = (
t0
∫

t0−h

p0(τ)dτ + p0(t0) +
t
∫

t0

p(τ)dτ)×

×(
t0
∫

t0−h

p−1
0 (τ)S(t, τ + h)A1(τ + h)X0(τ)A1(τ + h)S ′(t, τ + h)dτ+

+p−1
0 (t0)S(t, t0)X0(t0)S

′(t, t0) +
t
∫

t0

p−1(τ)S(t, τ)Q(τ)S ′(t, τ)dτ)

x+(t) íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå:

x+(t) = S(t, t0)x0(t0) +

t
∫

t0

S(t, τ)q(τ)dτ +

t0
∫

t0−h

S(t, τ + h)A1(τ + h)x0(τ)dτ

Òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû

ẋ+(τ) = A0(τ)x+(τ) + A1(τ)x+(τ − h) + q(τ), τ ∈ [t0, t1], (2.29)
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x+(t0) = x0(t0), x+(τ) = x0(τ), τ ∈ [t0 − h, t0). (2.30)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Q(t1, t2) è Π(t):

Q(t1, t2) =

= (
t0
∫

t0−h

p−1
0 (τ)S(t1, τ + h)A1(τ + h)X0(τ)A

′
1(τ + h)S ′(t2, τ + h)dτ+

+p−1
0 (t0)S(t1, t0)X0(t0)S

′(t2, t0) +
t1
∫

t0

p−1(τ)S(t1, τ)Q(τ)S ′(t2, τ)dτ),

Π(t) =

t0
∫

t0−h

p0(τ)dτ + p0(t0) +

t
∫

t0

p(τ)dτ, ïðè t ≥ t0.

Îòñþäà X+(t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

X+(t) = Π(t)Q(t, t).

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ X+(t) ïðèìåò âèä:

Ẋ+(t) = A0(t)X+(t) +X+(t)A
′
0(t)+

+Π(t)(A1(t)Q(t− h, t) +Q′(t− h, t)A′
1(t)) + π−1(t)Q(t) + π(t)X+(t)

(2.31)

ãäå

π(t) = p(t)/Π(t) (2.32)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

X+(t0) = X0(t0) (2.33)

X+(τ) = X0(τ), τ ∈ [t0 − h, t0) (2.34)

Òîãäà Q(t1, t2) ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ:

∂Q(t, τ)

∂t
= A0(t)Q(t, τ) + A1(t)Q(t− h, τ) + p−1(t)Q(t)S ′(τ, t) (2.35)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

Q(t0, τ) = p−1
0 (t0)X0(t0)S

′(τ, t0) (2.36)

Q(ξ, τ) = p−1
0 (ξ)X0(ξ)A

′
1(ξ + h)S ′(τ, ξ + h), ξ ∈ [t0 − h, t0) (2.37)

Íàëîæèì óñëîâèÿ êàñàíèÿ âíåøíåé îöåíêè è ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â

íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè l èç R
n
. Äëÿ ðàâåíñòâà îïîðíûõ �óíêöèè

ρ(l|X[t]) = ρ(l|E(x+, X+(t))) (2.38)

íóæíî ([57℄) ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

p(τ) = 〈l, S(t, τ)Q(τ)S ′(t, τ)l〉1/2 , τ ∈ (t0, t]

p0(τ) = 〈l, S(t, τ + h)A1(τ + h)X0(τ)A
′
1(τ + h)S ′(t, τ + h)l〉1/2 , τ ∈ [t0 − h, t0)

p0(t0) = 〈l, S(t, t0)X0(t0)S
′(t, t0)l〉1/2

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó âåêòîðó l èç R
n
ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ p(l, ·),

p0(l, ·), p0(l, t0) è X+(l, t), ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (2.38).

Òåîðåìà 29. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè åñòü ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñîèäîâ

ïî âñåâîçìîæíûì âåêòîðàì l èç åäèíè÷íîé ñ�åðû:

X[t] =
⋂

{E(x+(t), X+(l, t))|l ∈ R
n : ‖l‖ = 1}.

Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû p(l, ·), p0(l, ·), p0(l, t0) â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò t,

äëÿ âû÷èñëåíèÿ âíåøíèõ îöåíîê â äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè, òðåáóåòñÿ çàíîâî

ðåøàòü ñèñòåìó (2.31)-(2.34).

2.5 Ïðèìåð.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ãðà�è÷åñêè �îðìóëû äëÿ îöåíêè ìíîæåñòâà äîñòèæè-

ìîñòè. �àññìîòðèì ïðèìåð, ââåäåííûé âûøå äëÿ èëëþñòðàöèè âíóòðåííèõ
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îöåíîê:

A0 =





1 0

0 −1



 , A1 =





−1 0

0 1



 , Q =





1 0

0 10



 , B =





1 0

0 1



 ,

X0(τ) =





4 1

1 0.5



 , τ ∈ [t0 − h, t0], t0 = 0, t1 = 1, n = 2.

È ÷åòûðå ñëó÷àÿ, îòëè÷àþùèåñÿ äðóã îò äðóãà âåëè÷èíîé çàïàçäûâàíèÿ

h: h=0, h=0.01, h=0.1, h=0.3.

�èñóíêè äåìîíñòðèðóþò âíåøíèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà äî-

ñòèæèìîñòè â ìîìåíò t = t1 . Ïåðåñå÷åíèå ýëëèïñîèäîâ îáðàçóåò òî÷íîå ìíî-

æåñòâî.
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�ëàâà 3

Àïïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìû ñ

çàïàçäûâàíèåì

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû ñ çà-

ïàçäûâàíèåì ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåéòðàëüíîãî òèïà è ñèñòåìû

îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

3.1 Àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíå-

íèåì íåéòðàëüíîãî òèïà

Çà�èêñèðóåì ÷èñëî ε > 0.

�àññìîòðèì ñèñòåìó íåéòðàëüíîãî òèïà [5℄:

ẋ(τ)− εẋ(τ − h) = A0(τ)x(τ) +A1(τ)x(τ − h) +B(τ)u(τ), τ ∈ [t0, t1], (3.1)

Äàííîå óðàâíåíèå ðàçðåøèìî êàê â ïðÿìîì âðåìåíè ñ îãðàíè÷åíèåì â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò:

xt0(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0], (3.2)

73
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òàê è â îáðàòíîì âðåìåíè, ñ îãðàíè÷åíèåì â êîíå÷íûé ìîìåíò:

xt1(τ) = x∗(τ), τ ∈ [−h, 0], (3.3)

ãäå x∗(τ) - àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå [−h, 0].

�åøåíèå x(t) äàííîé ñèñòåìû âûïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íà êàæäîì

ïðîìåæóòêå äëèíû h.

Â ïðÿìîì âðåìåíè:

x(t) = S(t, t0)x(t0) +
t
∫

t0

S(t, τ)B(τ)u(τ)dτ+

+
t−h
∫

t0−h

S(t, τ + h)A1(τ + h)x0(τ)dτ+

+ε



x(t− h)− S(t, t0)x(t0 − h)−
t
∫

t0

∂S(t, τ)

∂τ
x(τ − h)dτ



 ,

t ∈ [t0, t0 + h].

(3.4)

Çäåñü S(·, ·) - ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ñ îïåðåæåíèåì:

∂S(t, τ)

∂τ
= −S(t, τ)A0(τ)− S(t, τ + h)A1(τ + h), (3.5)

S(τ, τ) = I, S(t, τ) = 0, ïðè t < τ. (3.6)

Â îáðàòíîì âðåìåíè:

x(t) = S(t1 − h, t)x(t1 − h)−

−ε−1
t1−h
∫

t−h

S(τ, t)B(τ + h)u(τ + h)dτ−

−ε−1
t1
∫

t+h

S(τ − h, t)A0(τ − h)x(τ)dτ+

+ε−1



x(t+ h)− S(t1 − h, t)x(t1)−
t1−h
∫

t

∂S(τ, t)

∂τ
x(τ + h)dτ



 ,

t ∈ [t1 − 2h, t1 − h].

(3.7)
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Çäåñü S(·, ·) - ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì:

ε
∂S(t, τ)

∂t
= S(t, τ)A0(t) + S(t− h, τ)A1(t), (3.8)

S(τ, τ) = I, S(t, τ) = 0, ïðè t < τ. (3.9)

Â ñëó÷àå îãðàíè÷åííîãî íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà X0(·) íåïîñðåäñòâåííî èç
âûðàæåíèÿ (3.4) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ

ê ðåøåíèÿì ñèñòåìû (1.4), (1.6) íà ìíîæåñòâå X0(·) ïðè ñòðåìëåíèè ε ê íóëþ.

3.2 Àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì

ïðÿìûõ

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíà àïïðîêñèìàöèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà

ïðÿìûõ. Îáîáùåí ðåçóëüòàò [25℄ íà ñëó÷àé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì.

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì (1.4)-(2.1)

íà îòðåçêå [t0, t1] ñ îãðàíè÷åííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

‖x0(·)‖ ≤ K1. (3.10)

Óïðàâëåíèå áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûì äëÿ τ ∈ [t0, t1]:

‖u(τ)‖ ≤ K2, åñëè u(τ) ∈ P (τ), τ ∈ [t0, t1] (3.11)

ãäå P (τ) � íåïðåðûâíàÿ ïî ìåòðèêå Õàóñäîð�à �óíêöèÿ, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé

ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûå êîìïàêòû â ïðîñòðàíñòâå R
n
.

Èçâåñòíî [25℄, ÷òî ñèñòåìó (1.4)-(2.1) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñèñòåìîé
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îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẏ0(t) = A0(t)y0(t) + A1(t)ym(t) + B(t)u(t),

ẏ1(t) =
m
h (y0(t)− y1(t)),

...

ẏm(t) =
m
h (ym−1(t)− ym(t)),

(3.12)

ãäå yi(t) ∈ R
n
, i = 0, 1, ..., m.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

y0(t0) = x0(0), yi(t0) =
m

h

(−i+1)h/m
∫

−ih/m

x0(τ)dτ, i = 1, 2, ..., m. (3.13)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå y(t) ∈ R
nm
:

y(t) = (y0(t), y1(t), ..., ym(t)) (3.14)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (äëÿ ñèñòåìû áåç óïðàâëåíèÿ) [25℄ :

Òåîðåìà 30. Äëÿ ëþáûõ ε > 0, δ > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî M(ε, δ) òà-

êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî m > M(ε, δ) ðàâíîìåðíî ïî âñåì íà÷àëüíûì �óíêöèÿì

x0(·), óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòâåòñòâåííî (3.10), (3.11) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

ñîîòíîøåíèå

‖x(t− ih/m)− yi(t)‖C[t0+h+δ,t1] < ε, i = 0, 1, ..., m. (3.15)

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî åñëè y0(·) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê x(·) íà îòðåçêå

[t0, t1], òî åñòü äëÿ ëþáûõ ε > 0, ñóùåñòâóåò ÷èñëî M(ε) òàêîå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî m > M(ε) ðàâíîìåðíî ïî âñåì íà÷àëüíûì �óíêöèÿì x0(·), óäîâëå-
òâîðÿþùèì ñîîòâåòñòâåííî (3.10), (3.11) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

‖x(t)− y0(t)‖C[t0,t1] < ε (3.16)
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òî äëÿ ëþáûõ ε > 0, δ > 0 ñóùåñòâóåò ÷èñëî M(ε, δ) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

m > M(ε, δ) ðàâíîìåðíî ïî âñåì íà÷àëüíûì �óíêöèÿì x0(·), óäîâëåòâîðÿþ-
ùèì ñîîòâåòñòâåííî (3.10), (3.11) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

‖x(t− ih/m)− yi(t)‖C[t0+h+δ,t1] < ε, i = 0, 1, ..., m. (3.17)

Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïîëîæèì t0 = 0. Ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòå-

ìû (3.12) ïîëó÷àåì â ÿâíîì âèäå (ïî �îðìóëå Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè) âûðàæåíèÿ äëÿ yi(·) äëÿ i = 1, ..., m ÷åðåç

çàâèñÿùèå îò �óíêöèè y0(·).

yi(t) =
mi

hi(i− 1)!

t
∫

0

y0(τ)(t− τ)i−1e−
m

h
(t−τ)dτ+

+
∑i

k=1 yk(0)
(m
h
t)i−k

(i−k)!
e−

m

h
t = I1i (t) + I2i (t).

(3.18)

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå δ0 > 0 è áóäåì ðàññìàòðèâàòü t > δ0 .

�àññìîòðèì ñëåäóþùèå âåëè÷èíû, ïðèñóòñòâóþùèå âî âòîðîì ñëàãàåìîì:

(mh t)
i−k

(i− k)!
, k = 1, ..., i.

Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìóì ïî k ýòèõ âåëè÷èí â ñëó÷àå, êîãäà

m
h t ≥ i (èëè, ÷òî

òî æå ñàìîå, t ≥ i
mh) äîñòèãàåòñÿ ïðè k = 1 è ìîæåò áûòü îãðàíè÷åí ñâåðõó

âåëè÷èíîé ïðè k = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè k ≥ 1 ñïðàâåäëèâî

(mh t)
i−k+1

(i− k + 1)!
=

(mh t)
i−k

(i− k)!
× (mh t)

(i− k + 1)
≥ (mh t)

i−k

(i− k)!
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó

‖I2i (t)‖ =

∥

∥

∥

∥

∥

i
∑

k=1

yk(0)
(mh t)

i−k

(i− k)!
e−

m

h
t

∥

∥

∥

∥

∥

≤

≤
(

i
∑

k=1

‖yk(0)‖
)

(mh t)
i

(i)!
e−

m

h
t =

m

h

0
∫

−ih/m

‖x0(τ)‖dτ
(mh t)

i

(i)!
e−

m

h
t
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Ïóñòü íîðìà íà÷àëüíûõ x0(·) îãðàíè÷åíà íåêîòîðîé êîíñòàíòîé K

0
∫

−h

‖x0(τ)‖dτ + ‖x0(0)‖ ≤ K. (3.19)

Òîãäà ïðîäîëæàÿ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

m

h

0
∫

−ih/m

‖x0(τ)‖dτ
(mh t)

i

(i)!
e−

m

h
t ≤ K

m

h

(mh t)
i

(i)!
e−

m

h
t

Çà�èêñèðóåì α ∈ (0, 1]. Ïóñòü t = αh + δ , ãäå δ ≥ δ0 . È ðàññìîòðèì ïðè

�èêñèðîâàííîì m òàêèå i, ÷òî i/m ≤ α. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíî t ≥ i
m
h.

Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ òàêèõ i ñïðàâåäëèâà îöåíêà

K
m

h

(mh t)
i

(i)!
e−

m

h
t ≤ K

m

h

(mh t)
[αm]

[αm]!
e−

m

h
t

È òàê êàê [αm] ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè ñòðåìëåíèè m ê áåñêîíå÷íî-

ñòè, òî äëÿ âûðàæåíèÿ �àêòîðèàëà ìîæíî ïðèìåíèòü �îðìóëó Ñòèðëèíãà.

Ïîëó÷àåì

K
m

h

(mh t)
[αm]

[αm]!
e−

m

h
t = K

m

h

(mh t)
[αm]

[αm][αm]
√

2π[αm]e−[αm]+θ[αm]
e−

m

h
t = {t = αh+ δ} =

=
Km

h
√

2π([αm]eθ[αm]
× (mh (αh+ δ))[αm])e−

m

h
(αh+δ)

([αm][αm]e−[αm])
≤

≤ Km

h
√

2π(αm− 1)eθ[αm]
× (mh (αh+ δ))(αm+1)e−

m

h
(αh+δ)

(αm− 1)(αm−1)e−(αm+1)
=

=
Kme1

(

α + δ
h

)

(αm− 1)2

h
√

2π(αm− 1)
× (α− 1

m
)

(

1− 1
αm

)αm
eθ[αm]

×
(

(

1 + δ
αh

)α

e
δ

h

)m

Òàê êàê óðàâíåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè, òî δ

ìîæíî îãðàíè÷èòü ñâåðõó âåëè÷èíîé t1 .

Ïåðâûé ìíîæèòåëü â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè èìååò ïîðÿäîê ðîñòà ïðè m

ñòðåìÿùåìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ðàâíûì m2,5
ðàâíîìåðíî ïî âñåì δ ∈ [δ0, t1].
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Âòîðîé ìíîæèòåëü ñòðåìèòñÿ ê ÷èñëó αe. Òðåòèé ñîìíîæèòåëü ìîæíî îãðà-

íè÷èòü ñâåðõó ðàâíîìåðíî ïî âñåì δ ∈ [δ0, t1] ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèé ñ ïî-

êàçàòåëåì ìåíüøå åäèíèöû. Äåéñòâèòåëüíî,

(

(

1 + δ
αh

)α

e
δ

h

)

≤
(

(

1 + δ0
αh

)α

e
δ0
h

)

< 1

Â ÷åì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ ïîñ÷èòàâ ïðîèçâîäíóþ ëåâîé ÷àñòè ïî δ ,
(

(

1 + δ
αh

)α

e
δ

h

)′

δ

=
e

δ

h (1 + δ
αh)

α−1(1− 1− δ
αh)

he2
δ

h

=
e

δ

h(1 + δ
αh)

α−1(− δ
αh)

he2
δ

h

(3.20)

êîòîðàÿ áóäåò îòðèöàòåëüíîé ïðè δ > 0:

Ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâåäåíèå âñåõ òðåõ ñîìíîæèòåëåé áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê

íóëþ ïðè m ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ðàâíîìåðíî ïî δ ∈ [δ0, t1].

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ε > 0, δ0 > 0, α > 0

ñóùåñòâóåò ÷èñëî M(ε, δ0, α) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ (αh+ δ0, t1], äëÿ ëþ-

áûõ m > M(ε, δ0, α) äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ i, òàêèõ, ÷òî i ≤ αm ñëåäóåò,

÷òî ‖I2i (t)‖ < ε ðàâíîìåðíî ïî âñåì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿì óäîâëåòâî-

ðÿþùèì (3.19).

�àññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3.18).

I1i (t) =
mi

hi(i− 1)!

t
∫

0

y0(τ)(t− τ)i−1e−
m

h
(t−τ)dτ =

t
∫

0

y0(τ)Ĩ
1
i (τ)dτ

Çà�èêñèðóåì α0 ∈ (0, 1]. Ïóñòü t = α1h+ δ , ãäå 1 ≥ α1 ≥ α0 , δ ≥ δ0 .

È ðàññìîòðèì ïðè �èêñèðîâàííîì m òàêèå i, ÷òî α0 ≤ i/m ≤ α1 . Çàìåòèì

âî-ïåðâûõ, ÷òî ëþáîé èíäåêñ i ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå i = [αm], ãäå

α ∈ [α0, α1]. Ïðè ýòîì αm = [αm]− κm , ãäå κm ∈ [0, 1).

�àññìîòðèì �óíêöèþ ñòîÿùóþ ïîä èíòåãðàëîì

Ĩ1i (τ) =
m(αm−κm)

h(αm−κm)(αm− κm − 1)!
(α1h+ δ − τ)(αm−κm−1)e−

m

h
(α1h+δ−τ) = (3.21)



80

= {ïðèìåíÿåì �îðìóëó Ñòèðëèíãà} =

=
mαm

hαm

hκm

mκm

×

× (αm− κm)e
(αm−κm−θ[αm])

(αm− κm)(αm−κm)
√

2π(αm− κm)
(α1h+ δ − τ)(αm−κm−1)e−

m

h
(α1h+δ−τ) =

=

(

mαm(αm)eαm

hαm(αm)(αm)
√
2παm

(α1h+ δ − τ)(αm)e−
m

h
(α1h+δ−τ)

)

×

×
(

hκm

mκm

(αm− κm)
√
αme−κm−θαm(αm)(αm)

(αm)
√

2π(αm− κm)(αm− κm)(αm−κm)
(α1h+ δ − τ)(−κm−1)

)

=

√

αm

2π





(

1 + (α1−α)h+δ−τ
αh

)α

e
(α1−α)h+δ−τ

h





m

×

× hκm

mκm

(αm− κm)
√
αm

(αm)
√
αm− κm

e−κm−θαm

(

1 +
κm

αm− κm

)αm−κm

(αm)κm×

×
(

1 +
(α1 − α)h+ δ − τ

αh

)(−κm−1)

(αh)(−κm−1) =

=
1

h

√

m

2πα





(

1 + (α1−α)h+δ−τ
αh

)α

e
(α1−α)h+δ−τ

h





m

×

×(αm− κm)
√
αm

(αm)
√
αm− κm

e−κm−θαm

(

1 +
κm

αm− κm

)αm−κm

×

×
(

1 +
(α1 − α)h+ δ − τ

αh

)(−κm−1)

Çà�èêñèðóåì íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ1 òàêîå, ÷òî

min{δ0, α0h} > δ1 > 0. Òîãäà èíòåãðàë ìîæíî ðàçáèòü íà òðè èíòåãðàëà.

α1h+δ
∫

0

=

α1h+δ−αh−δ1
∫

0

+

α1h+δ−αh+δ1
∫

α1h+δ−αh−δ1

+

α1h+δ
∫

α1h+δ−αh+δ1



81

Îöåíèì ïî ìîäóëþ ïåðâûé è òðåòèé èíòåãðàëû. Òàê êàê y0(τ) ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíà ïðè âñåõ τ ∈ [0, t1] è m íåêîòîðîé êîíñòàíòîé K0 , òî ïîäûíòå-

ãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàâíîìåðíî ïðè âñåõ δ > δ0 è ïðè âñåõ α ∈ [α0α1] ìîæåò

áûòü îöåíåíà â êàæäîì èç äâóõ ñëó÷àåâ ïðîèçâåäåíèåì ïîêàçàòåëüíîé �óíê-

öèåé ñ îñíîâàíèåì ìåíüøå åäèíèöû (îöåíèâàåì ñêîáêó â ïåðâîì ñîìíîæèòåëå

ñîãëàñíî (3.20)) è ïîëèíîìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè äâà èíòåãðàëà ðàâíîìåðíî

ñõîäÿòñÿ ê íóëþ.

Âòîðîé æå èíòåãðàë ìîæíî ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ ðàâíîìåðíî ïðèáëèçèòü ê

âåëè÷èíå y0(α1h+ δ − αh). Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëîæèâ ïî �îðìóëå Òåéëîðà â

òî÷êå α1h+ δ − αh âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ïåðâîì ìíîæèòåëå ïîëó÷àåì

(

(

1− τ
αh

)α

e−
τ

h

)m

= (1− τ 2

h22α
+ o(τ 2))m = (e−

τ
2

h22α + o(τ 2))m

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå δ1 , ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ [−δ1, δ1]

�óíêöèþ â ñêîáêå ìîæíî ðàâíîìåðíî îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó:

e
− τ

2

(1−ε)2h22α ≤
(

(

1− τ
αh

)α

e−
τ

h

)

≤ e
− τ

2

(1+ε)2h22α
(3.22)

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë âòîðîãî èíòåãðàëà áóäåò ëåæàòü â äèàïàçîíå

[(1 − ε)y0(ξ), (1 + ε)y0(ξ)], ãäå òî÷êà ξ ëåæèò â δ1 -îêðåñòíîñòè òî÷êè α1h +

δ − αh.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü i ∈ [1, [α0m]]. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ñðåäíåì ïîëó÷à-

åì, è èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå äëÿ âû÷èñëåíèÿ yi ÷åðåç yi−1 ïîëó÷àåì, ÷òî íîð-

ìû ñîñåäíèõ �óíêöèé îòëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó íå ïðåâîñõîäÿùóþ Ke−
m

h
δ0
.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü äëÿ âñåõ yi ÷òîáû îíè îòñòîÿëè äðóã îò

äðóãà íà âåëè÷èíó ε íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

α0mKe−
m

h
δ0 < ε

÷òî äîñòèãàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ m.
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Òàêèì îáðàçîì ñíà÷àëà �èêñèðóåì M0 ïðè êîòîðîé ym0  òî÷íîñòüþ äî ε

ïðèáëèæàåòñÿ ê y0 . Ïîñëå �èêñèðóåòñÿ α0 y0(x1)−y0(x2) < ε ïðè ‖x1−x2| <
α0h Ïîñëå ýòîãî �èêñèðóåì δ1 : min{δ0, α0h} > δ1 > 0 äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà (3.22). Òàêæå δ1 áåðåòñÿ òàêèì, ÷òîáû ñîìíîæèòåëè íå âõîäÿùèå

â ïðåäåë ïî m áûëè áëèçêè ê 1 ñ òî÷íîñòüþ äî ε. Ïîñëå îïðåäåëÿþòñÿ âñå M

è áåðåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ÷òîáû âñå èíòåãðàëû ñõîäèëèñü ñ òðåáóåìîé

òî÷íîñòüþ.

�àññìîòðèì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì è àï-

ïðîêñèìèðóþùåé åå ñèñòåìû.

x(t) = x(0) +

t
∫

0

A0(τ)x(τ)dτ +

t
∫

0

A1(τ)x(τ − h)dτ +

t
∫

0

B(τ)u(τ)dτ

y0(t) = y0(0) +

t
∫

0

A0(τ)y0(τ)dτ +

t
∫

0

A1(τ)ym(τ)dτ +

t
∫

0

B(τ)u(τ)dτ

Ïóñòü t > h. Òîãäà â ïåðâîì óðàâíåíèè âòîðîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè

ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

t
∫

0

A1(τ)x(τ − h)dτ =

h
∫

0

A1(τ)x0(τ − h)dτ +

t
∫

h

A1(τ)x(τ − h)dτ.

Ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàë â àïïðîêñèìèðóþùåì óðàâíåíèè:

t
∫

0

A1(τ)ym(τ)dτ =

h
∫

0

A1(τ)ym(τ)dτ +

t
∫

h

A1(τ)ym(τ)dτ

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê �óíêöèè ym(t) áóäóò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïðè

âñåõ t ∈ [0, t1] è m, òî �óíêöèè y0(t) áóäóò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû è ðàâ-

íîìåðíî ëèïøèöåâû ïðè âñåõ m íà ìíîæåñòâå t ∈ [0t1]. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ
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ε > 0, δ > 0 ïðè t > h+ δ ñëåäóåò

ym(t) = y0(t− h) + o1(t), ãäå ‖o1(t)‖ < ε.

�àññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ ym(t).

ym(t) =
mm

hm(m− 1)!

t
∫

0

y0(τ)(t− τ)m−1e−
m

h
(t−τ)dτ+

+
m
∑

k=1

yk(0)
(mh t)

m−k

(m− k)!
e−

m

h
t = I1m(t) + I2m(t).

(3.23)

�àññìîòðèì ïåðâûé èíòåãðàë

I1m(t) = {�îðìóëà Ñòèðëèíãà} =

=
m√

2πmheθm

t
∫

0

y0(τ)

(

t− τ

h
e1−

t−τ

h

)m−1

e1−
t−τ

h dτ

Ïðè t < h− δ âûðàæåíèå ñòîÿùåå â ñêîáêàõ ïîä èíòåãðàëîì ìîæíî îöåíèòü

ñâåðõó âåëè÷èíîé ñòðîãî ìåíüøå åäèíèöû:

(

t− τ

h
e1−

t−τ

h

)

< 1

Ïîýòîìó âñå âûðàæåíèå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Ïðè t ∈ [h − δ, h + δ]

äàííîå âûðàæåíèå ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî. Âûáèðàÿ èçíà÷àëüíî δ äîñòàòî÷-

íî ìàëûì ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî

h
∫

0

A1(τ)ym(τ)dτ =

h
∫

0

A1(τ)I
2
m(τ)dτ + o2, ‖o2‖ < ε

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.13), ïîëó÷àåì

h
∫

0

A1(t)I
2
m(t)dt =

h
∫

0

A1(t)

0
∫

−h

x0(τ)c(t, τ)dτdt
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�äå

c(t, τ) =











m

h

(mh t)
m−k

(m− k)!
e−

m

h
t, τ ∈ [−kh

m
,−(k − 1)h

m
],

0, ïðè îñòàëüíûõ τ

Ìåíÿåì ìåñòàìè ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì:

0
∫

−h

x0(τ)

0
∫

−h

A1(t)x0(τ)c(t, τ)dtdτ

Îöåíèâàÿ âíóòðåííèé èíòåãðàë, àíàëîãè÷íî (3.21) ïîëó÷àåì:

0
∫

−h

A1(t)x0(τ)c(t, τ)dt = A1(τ + h)x(τ) + o1(τ)

Â ñëó÷àå åñëè t < h, âìåñòî èíòåãðàëà îò 0 äî h ïîÿâèòñÿ èíòåãðàë îò 0

äî t. Âñå îñòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äëÿ àïïðîêñèìèðóþùåé �óíêöèè èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå.

y0(t) = y0(0) +

t
∫

0

A0(τ)y0(τ)dτ +

t
∫

0

A1(τ)(y0(τ − h) + o1(τ))dτ+

+

t
∫

0

B(τ)u(τ)dτ + o(t, δ)

�äå

y0(τ − h) = x0(τ − h), ïðè t ∈ (0, h)

Êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà âåëè÷èíó íå ïðåâîñõîäÿùóþ

ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ ïðè ñòðåìëåíèè m ê áåñêîíå÷íîñòè. Èç ÷åãî ìîæíî

ñäåëàòü âûâîä, (íàïðèìåð èñïîëüçóÿ ëåììó �ðîíóîëëà-Áåëëìàíà) ÷òî y0(t)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê x(t).
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3.3 Àïïðîêñèìàöèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì

ïðÿìûõ äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííûõ êîý��èöè-

åíòîâ

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì.

ẋ(t) = Ax(t− h) +Bu(t), t ∈ [0, t1] (3.24)

x(0) = x0, x(τ) = x0(τ), τ ∈ [−h, 0). (3.25)

�àññìîòðèì åå àïïðîêñèìàöèþ:

ẏ0(t) = Aym(t) + Bu(t),

ẏ1(t) =
m
h (y0(t)− y1(t)),

...

ẏm(t) =
m
h (ym−1(t)− ym(t)),

(3.26)

ãäå yi(t) ∈ R
n
, i = 0, 1, ..., m.

Ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

y0(0) = y00 = x0, yi(t0) = y0i =
m

h

(−i+1)h/m
∫

−ih/m

x0(τ)dτ, i = 1, 2, ..., m. (3.27)

Îáîçíà÷èì çà X(p), Y0(p), Y1(p),..., Ym(p), U(p) èçîáðàæåíèÿ ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ëàïëàñà îò ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé x(t), y0(t), y1(t),..., ym(t),
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u(t):

X(p) =
+∞
∫

0

e−pτx(τ)dτ,

Y0(p) =
+∞
∫

0

e−pτy0(τ)dτ,

Y1(p) =
+∞
∫

0

e−pτy1(τ)dτ,

...

Ym(p) =
+∞
∫

0

e−pτym(τ)dτ,

U(p) =
+∞
∫

0

e−pτu(τ)dτ.

(3.28)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèÿ ñèñòåì (3.24), (3.25) è (3.26), (3.27) ðàñòóò íå áûñò-

ðåå ýêñïîíåíòû. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî P0 ,

÷òî ïðè p > P0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ

lim
τ→∞

e−pτx(τ) = 0,

lim
τ→∞

e−pτy0(τ) = 0,

lim
τ→∞

e−pτy1(τ) = 0,

...

lim
τ→∞

e−pτym(τ) = 0

lim
τ→∞

e−pτu(τ) = 0

(3.29)

Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ê îáåèì ñèñòåìàì (ó÷èòûâàÿ (3.29)).

pX(p) = x0 + e−phA

+∞
∫

0

e−pτx0(τ − h)dτe−phA+ U(p). (3.30)

pY0(p) = AYm(p) +BU(p),

pY1(p) = y01 +
m
h (Y0(p)− Y1(p)),

...

pYm(p) = y0m + m
h
(Ym−1(p)− Ym(p)),

(3.31)



87

Ïðîâåäÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

X(p) = (pI − e−phA)−1(x0 +

0
∫

−h

e−p(τ+h)Ax0(τ)dτ + U(p)). (3.32)

Y0(p) =

=

(

pI − (m

h )
m

(p+m

h )
mA

)−1(

y00 +A

(

y0m
p+m

h

+
y0m−1

m

h

(p+m

h )
2 + ...

y01(m

h )
m−1

(p+m

h )
m

)

+ U(p)

)

.

(3.33)

Y1(p) =
y01

p+ m
h

+
Y0(p)

m
h

p+ m
h

Y2(p) =
y02

p+ m
h

+
y01

m
h

(

p + m
h

)2 +
Y0(p)

(

m
h

)2

(

p+ m
h

)2

Ym(p) =
y0m

p+ m
h

+
y0m−1

m
h

(

p + m
h

)2 + ...
y01
(

m
h

)m−1

(

p+ m
h

)m +
Y0(p)

(

m
h

)m

(

p+ m
h

)m

(3.34)

Çàìåòèì, ÷òî

lim
m→∞

(

m
h

)m

(

p + m
h

)m = lim
m→∞

(

1− ph

ph+m

)m

= e−ph. (3.35)

(

y0m
p + m

h

+
y0m−1

m
h

(

p+ m
h

)2 + ...
y01
(

m
h

)m−1

(

p+ m
h

)m

)

=

m
h

p+ m
h

(

h

m

)

(

y0m + y0m−1

m
h

(

p+ m
h

) + ...y01

(

m
h

)m−1

(

p+ m
h

)m−1

)

(3.36)

Â ñèëó (3.27), (3.35) ìîæíî óòâåðæäàòü î ñëåäóþùåé ñõîäèìîñòè:

lim
m→∞

m
h

p+ m
h

(

h

m

)

(

y0m + y0m−1

m
h

(

p+ m
h

) + ...y01

(

m
h

)m−1

(

p+ m
h

)m−1

)

=

=

0
∫

−h

e−p(τ+h)x0(τ)dτ

(3.37)

Ñîîòâåòñòâåííî ñõîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó âûðàæåíèÿ (3.32), (3.33) èçîáðàæå-

íèé X(p) è Y0(p)
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3.4 �åãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è ñèíòåçà

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì (1.4)-(2.1)

íà îòðåçêå [t0, t1], t1 > t0 + h. Çà�èêñèðóåì öåëåâîå îãðàíè÷åííîå ìíîæå-

ñòâî M(·) èç ïðîñòðàíñòâà C[−h, 0]. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî

0C ∈ int M(·). Çà�èêñèðóåì ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî óïðàâëå-

íèé âèäà (1.5). Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ∈ int P (τ).

Ôèêñèðóåì ε - òðåáóåìóþ òî÷íîñòü ïîïàäàíèÿ íà öåëåâîå ìíîæåñòâî. Ôèê-

ñèðóåì ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè K1 - ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìóþ íîðìó íà-

÷àëüíîé �óíêöèè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 30 ñóùåñòâóåò ÷èñëî m, îáåñïå÷èâàþùåå òî÷íîñòü àï-

ïðîêñèìàöèè ε/2. Äëÿ ýòîãî m ñòðîèì ñèñòåìó (3.12) ñ îãðàíè÷åíèåì íà

ïðàâîì êîíöå:

y(t1) ∈ Mm. (3.38)

Ìíîæåñòâî Mm ñòðîèòñÿ ïî ìíîæåñòâó M(·) òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà y ∈ Mm , ïîñòðîåííàÿ èç íåãî ëîìàíàÿ ỹ(·) ∈ C[−h, 0] áóäåò ëåæàòü

íà ðàññòîÿíèè îò ìíîæåñòâà M(·) â ïðîñòðàíñòâå C[−h, 0] íå áîëåå ÷åì ε/2:

d(ỹ(·),M(·)) ≤ ε/2. (3.39)

Ïîñëå ýòîãî ñòðîèì ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè Wm[t] ñèñòåìû. Ïðîïîðöè-

îíàëüíî óìåíüøàÿ öåëåâîå ìíîæåñòâî Mm è ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé, â ñèëó

îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîæíî äîáèòüñÿ óñëîâèÿ Wm[t0] ≤ K1 . Âìå-

ñòî ýòîãî ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå èñêîìîãî ìíîæåñòà ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâà

ðàçðåøèìîñòè ñ øàðîì ðàäèóñà K1 , òåì ñàìûì ãàðàíòèðóÿ âûïîëíåíèÿ îãðà-

íè÷åíèÿ íà ìàêñèìàëüíóþ íîðìó íà÷àëüíîé �óíêöèè.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè äâèãàòüñÿ èç òàêîãî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè â ñè-

ëó ñèñòåìû (3.12) ïðè ëþáîì óïðàâëåíèè, óäîâëåòâîðÿþùåì îãðàíè÷åíèþ,

òî â ìîìåíò t1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëîìàíàÿ ỹ áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü ðåàëü-

íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4) ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì

(3.13)) ñ òî÷íîñòüþ ε/2. À ïîñòðîåííûé ñèíòåç äëÿ îáûêíîâåííîé ñèñòåìû íà

ìíîæåñòâî Mm áóäåò îáåñïå÷èâàòü ïîïàäàíèå íà ìíîæåñòâî M(·) ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (1.4) ñ òî÷íîñòüþ äî ε.



�ëàâà 4

Óïðàâëåíèå

àïïðîêñèìèðóþùåé

ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Â äàííîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíè-

åì. Îñíîâíûå ìåòîäû è âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â äàííîé ãëàâå, îïóáëèêî-

âàíû â ðàáîòå [62℄.
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4.1 Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Îïðåäåëèâ ïîðÿäîê m äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì ñè-

ñòåìîé îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïðÿìûõ ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó.

ẋ(t) = A(t)x(t) +B0(t)u(t) (4.1)

�äå ìàòðèöû A(t) ∈ R
(m+1)n×(m+1)n

, à B(t) ∈ R
(m+1)n×n

îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

A(t) =























A0(t) Θ Θ ... Θ A1(t)

m
h
I −m

h
I Θ ... Θ Θ

Θ m
h I −m

h I ... Θ Θ

. . . ... . .

Θ Θ Θ ... m
h I −m

h I,























(4.2)

B0(t) =

















B(t)

Θ

...

Θ

















, (4.3)

ãäå Θ è I - ñîîòâåòñòâåííî íóëåâàÿ è åäèíè÷íàÿ êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàç-

ìåðíîñòè n× n.

Îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå îñòàþòñÿ ïðåæäíèìè (3.11).

Öåëåâîå ìíîæåñòâî M ñòðîèòñÿ ñîãëàñíî (3.39).

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì äèíàìè-

÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ �óíêöèÿ öåíû

V (t, x) = min
u

d2(x(t1),M). (4.4)

Êîòîðóþ ìîæíî àíàëèòè÷åñêè âûïèñàòü èñïîëüçóÿ àïïàðàò âûïóêëîãî àíà-

ëèçà [56℄

V (t, x) = max
l

{〈X(t1, t)x, l〉 −
t1
∫

t

ρ (−B′
0(τ)X

′(t1, τ)l|P (τ)) dτ−

−ρ ( l|M)− 1/4 〈l, l〉}

(4.5)

Äàííàÿ �óíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà

∂V (t, x)

∂t
+ min

u∈P (t)

〈

∂V (t, x

∂x
, A(t)x+ B0(t)u

〉

(4.6)

V (t1, x)t = d2(x(t1),M) (4.7)

Òðåáóåìûé ñèíòåç óïðàâëåíèÿ çäåñü ñîñòîèò èç ìèíèìèçàòîðîâ u â (4.6)

U(t, x) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′
0(t)

∂V (t, x)

∂x
, u

〉

.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ öåíû ìîæåò áûòü âû-

ðàæåíà ÷åðåç ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W [t]. Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû âûïóêëîãî

àíàëèçà, ïîëó÷àåì [56℄:

V (t, x) = d2(X(t1, t)x,X(t1, t)W [t]). (4.8)

�äå X(t1, t) �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (4.1):

∂X(t, τ)

∂t
= A(t)X(t, τ),

X(τ, τ) = I.

V (t, x) = max
l

{〈X ′(t1, t)l, x〉 − ρ (X ′(t1, t)l|W [t])− 1

4
〈l, l〉} =

= max
l

{〈l, x〉 − ρ ( l|W [t])− 1

4
〈X ′(t, t1)l, X

′(t, t1)l〉}
(4.9)
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Â ñèëó ñèëüíîé âûïóêëîñòè ìàêñèìèçàòîð åäèíñòâåííûé, ïîýòîìó ìîæíî âû-

ðàçèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè öåíû, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äè��åðåí-

öèðîâàíèè �óíêöèè ìàêñèìóìà [9℄. Ïóñòü l0 åäèíñòâåííûé ìàêñèìèçàòîð â

âûðàæåíèè (4.9), òîãäà ïðîèçâîäíàÿ

dV (t, x(t))

dt
=
〈

l0, A(t)x(t) + B0(t)u(t)
〉

− d

dt
ρ
(

l0
∣

∣W [t]
)

−

− d

dt

1

4

〈

X(t, t1)
′l0, X(t, t1)l

0
〉

.

Ïîýòîìó

U(t, x) = Argmin
u∈P (t)

〈

B′
0(t)l

0, u
〉

. (4.10)

Çàìåòèì, ÷òî ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ U(t, x) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîçíà÷íûì îòîáðà-

æåíèåì, ïîýòîìó, óðàâíåíèå (4.1) ïðåâðàùàåòñÿ â äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ-

÷åíèå

ẋ(τ) ∈ A(τ)x(τ) +B0(τ)U(t, x(τ)), τ ∈ [t0, t1], (4.11)

Íî ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû âåëèêà, äàííûå âûðàæåíèÿ, íåñìîò-

ðÿ íà ñâîé ÿâíûé âèä, îáëàäàþò áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ. Íî

åñëè çàìåíèòü òî÷íîå ìíîæåñòâî W [t] íà åãî âíóòðåííþþ ýëëèïñîèäàëüíóþ

îöåíêó W[t] òî âûðàæåíèÿ ñóùåñòâåííî óïðîñòÿòñÿ.

Âûâîä óðàâíåíèé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè [56, 57℄, îñíîâàí íà ýâî-

ëþöèîííîì óðàâíåíèè äëÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè è åãî àïïðîêñèìàöèé:

lim
σ→0+

σ−1h+(W [t− σ], (I − σA)W [t]− σB(t)P (t)) = 0, (4.12)

ñ êîíå÷íûì óñëîâèåì W [t1] = M. Çäåñü h+(X, Y ) = min{r > 0|X ⊆ Y +

Br(0)} � ïîëóìåòðèêà Õàóñäîð�à â ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ

R
(m+1)n

. Íàèáîëüøåå ïî âêëþ÷åíèþ ðåøåíèå (4.12) ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì

ðàçðåøèìîñòè W [t].

Äëÿ öåëåé ñèíòåçà óïðàâëåíèé âàæíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðåøåíèé ýâî-

ëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ [56℄:
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Òåîðåìà 31. Ïóñòü Z[t] � òàêîå ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ

(4.12), ÷òî �óíêöèÿ ρ ( l|Z[t]) äè��åðåíöèðóåìà ïî t äëÿ ëþáîãî l ∈ R
(m+1)n

.

Òîãäà �óíêöèÿ

Z(t, x) = d2(X(t1, t)x,X(t1, t)Z[t])

óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

min
u∈P (t)

dZ(t, x(t))

dt
= Zt + min

u∈P (t)
〈Zx, A(t)x+ u〉 ≤ 0. (4.13)

Êàê ñëåäñòâèå (4.13) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîçèöèîííîãî óïðàâ-

ëåíèÿ, îïðåäåë¼ííîãî êàê ìíîæåñòâî ìèíèìèçàòîðîâ â (4.13):

UZ(t, x) = Argmin
u∈P (t)

〈Zx, B(t)u〉. (4.14)

Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà x(t0) òðàåêòîðèè äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

(4.11) íàõîäèòñÿ âíóòðè Z[t0], òî îñòàëüíàÿ ÷àñòü òðàåêòîðèè òàêæå ëåæèò â

òðóáêå. Z[t0]. Ïîñëåäíåå âåðíî, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå îò x(t) äî Z[t] ÿâëÿåòñÿ

íåâîçðàñòàþùåé �óíêöèåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìî-

ñòè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, òî ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ

(4.14) ðåøàåò çàäà÷ó öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ íà ìíîæåñòâî M äëÿ âñåõ íà-

÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé èç Z[t0]. Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî

�îðìóëàì (4.9)�(4.10) ñ çàìåíîé W [t] íà Z[t]. Òàêóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ

ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê �ïðèöåëèâàíèå� íà òðóáêó Z[t].

4.2 Ýëëèïñîèäàëüíûé ñèíòåç

Íàëîæèì íà ìíîæåñòâî óïðàâëåíèÿ è öåëåâîå ìíîæåñòâî ýëëèïñîèäàëüíûå

îãðàíè÷åíèÿ.

u(t) ∈ E(p(t), P (t)) (4.15)
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M = E(x1, X1). (4.16)

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ïðåäñòàâèìî â âèäå [57℄

W [t] =
⋃

‖l0‖=1

{E(x−(t), X−(t))} (4.17)

ẋ−(t) = A(t)x−(t) + B0(t)p(t),

x−(t1) = x1;
(4.18)

X−(t) = Q∗(t)′Q∗(t),

Q̇∗(t) = Q(t)A(t)− S(t)[B0(t)P (t)B′
0(t)]

1/2,

Q∗(t1) = X
1/2
1

S(t)(B0(t)P (t)B′
0(t))

1/2l∗(t) = λ(t)X
1/2
− l∗(t), ST (t)S(t) = I.

(4.19)

Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè X−(t) ïðèìåò âèä

Ẋ−(t) = AX−(t) +X−(t)AT+

+X
1/2
− (t)S(t)(B0(t)P (t)B′

0(t))
1/2 + (B0(t)P (t)B′

0(t))
1/2S ′(t)X1/2

− (t),

X−(t1) = 0.

(4.20)

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ýëëèïñîèäàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êàñàåòñÿ ìíî-

æåñòâà ðàçðåøèìîñòè âäîëü �õîðîøèõ� íàïðàâëåíèé l∗(t) = X ′(t0, t)l0 :

ρ ( l∗(t)| E(x−(t), X−(t))) = ρ ( l∗(t)|W [t]) . (4.21)

Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî �îðìóëàì (4.9)�(4.10) ñ

çàìåíîé W [t] íà E(x−(t), X−(t)). .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì l0 ïðîèñõîäèò êàñàíèå òî÷íî-

ãî ìíîæåñòâà W [t] è âíóòðåííåé ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêè âäîëü �õîðîøèõ�

íàïðàâëåíèé l∗(t) = X ′(t0, t)l0 .

ṼE(t, x) = max
l

{〈l, x〉 − ρ ( l| E(x−(t), X−(t)))−
1

4
〈l, l〉} (4.22)
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â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî x âçÿòü òî÷êó êàñàíèÿ òî÷íîãî ìíîæåñòâà è âíóòðåí-

íåãî ýëëèïñîèäà.

Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìèçàòîð l0 â �îðìóëå

(4.9), íåîáõîäèìûé äëÿ âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ, ìîæåò áûòü íàéäåí êàê

l0 = 2λ(X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t)),

F (t) = X ′(t, t1)X(t, t1),
(4.23)

ãäå λ � åäèíñòâåííûé íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

〈X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t)), X−(t)(X−(t) + λF (t))−1(x(t)− x−(t))〉 = 1,

(4.24)

èëè l0 = 0, åñëè (4.24) íå èìååò íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé.

Íèæå ïðèâåäåíû ãðà�è÷åñêèå èëëþñòðàöèè.

Ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè:

Óïðàâëåíèå è îòêëîíåíèå íîðìû ðåøåíèÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò:
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Çàêëþ÷åíèå

Ñ�îðìóëèðóåì êðàòêî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû:

1. Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä äëÿ ðàçëè÷íûõ �óíêöèîíàëîâ öåíû, èñïîëüçóå-

ìûõ ïðè íàõîæäåíèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè äëÿ ëèíåéíîé

óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì.

2. Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ òèïà �àìèëüòîíà-ßêîáè-Áåëëìàíà äëÿ ñèñòåì ñ

çàïàçäûâàíèåì è äîêàçàíî, ÷òî �óíêöèîíàëû öåíû èì óäîâëåòâîðÿþò.

3. Ïîëó÷åíû èñ÷åðïûâàþùèå âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè äëÿ

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì â êîíå÷íîìåðíîì è

�óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâàõ, âíåøíèå îöåíêè â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå.

4. Ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è ñèíòåçà äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Ñ

ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì ïðÿìûõ ïîëó÷åíà ñõåìà

ïîñòðîåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîãî ñèíòåçà â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ñèíòåç óïðàâëåíèé â ðåæèìå

ðåàëüíîãî âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì, à òàêæå îöåíêè

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè. Ïîëó÷åííûå ñõåìû ìîãóò áûòü äî-

âåäåíû äî àëãîðèòìîâ äëÿ ðàñ÷åòà íà ÝÂÌ. Ïðè÷åì, â ñõåìàõ îöåíèâàíèÿ

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè êàæäàÿ îöåíêà ñ÷èòàåòñÿ íåçàâè-
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ñèìî îò äðóãèõ. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìû ìîãóò áûòü ðàñïàðàëëåëåíû, òåì

ñàìûì ïîçâîëÿÿ îñóùåñòâëÿòü âû÷èñëåíèÿ ãîðàçäî áûñòðåå, è ìîãóò áûòü

ðåêîìåíäîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà íà ñóïåðêîìïüþòåðàõ.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåìû ìîæåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ ðàñøèðåíèå êðóãà ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Äîáàâëåíèå èçìåðåíèé, îøèáîê è çàïàçäûâàíèÿ â èç-

ìåðåíèÿ. Äîáàâëåíèå íåîïðåäåëåííîñòè â äèíàìèêó ñèñòåìû. �àññìîòðåíèå

ãðóïïîâîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì. Âñå ýòî íîñèò âåñüìà

àêòóàëüíûé õàðàêòåð è ïðåäîñòàâëÿåò øèðîêîå ïîëå äëÿ äàëüíåéøèõ èññëå-

äîâàíèé.

Àâòîð áëàãîäàðèò ñâîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ àêàäåìèêà Àëåêñàíäðà

Áîðèñîâè÷à Êóðæàíñêîãî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðà-

áîòå, öåííûå çàìå÷àíèÿ è áåçãðàíè÷íîå òåðïåíèå.

Àâòîð áëàãîäàðèò êîëëåêòèâ êà�åäðû ñèñòåìíîãî àíàëèçà, íà êîòîðîé îí

îáó÷àëñÿ è ïðîäîëæàåò ðàáîòàòü.

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû ïîä-

äåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè � ÍØ-2692.2014.1,

ãðàíòà �ÔÔÈ � 15-01-05950-à.
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