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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îáðàùåíèÿ

è õàðàêòåðèçàöèè äëÿ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà è äëÿ îïåðàòîðà

Äèðèõëå�Íåéìàíà. Ïðè ýòîì îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà ìîæåò ðàññìàòðè-

âàòüñÿ êàê íåëèíåéíûé àíàëîã îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà. Îáîáù¼í-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà è îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà âîçíèêàþò âî ìíîãèõ

ìîäåëÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, âûñòóïàÿ â êà-

÷åñòâå èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, îáîáù¼ííîå ïðåîáðàçîâà-

íèå Ðàäîíà ëèíåéíî çàâèñèò îò ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè,

òîãäà êàê îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà çàâèñèò îò íèõ íåëèíåéíî. Îñíîâíûìè

âàæíûìè ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷àìè äëÿ ýòèõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ

çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïî íèì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (îáðàùåíèå) è çàäà÷à îïèñàíèÿ

îáðàçà ýòèõ îïåðàòîðîâ (õàðàêòåðèçàöèÿ). Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíî-

ñèòåëüíî ìîäåëåé, â êîòîðûõ âîçíèêàþò ýòè çàäà÷è, è àêòóàëüíîñòè èçó÷åíèÿ

ýòèõ çàäà÷.

Âàæíîé ïðîáëåìîé ñîâðåìåííîé ìàêðîýêîíîìèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ìèêðî-

îñíîâàíèé. Ðàííèå ìàêðîýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè îñíîâûâàëèñü íà îïðåäåë¼ííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ î ìàêðîñêîïè÷åñêèõ âåëè÷èíàõ. Ýòîò ïîäõîä ïîðîäèë ìíîãî-

÷èñëåííûå ñïîðû î ïðàâîìåðíîñòè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé è î ñîîòâåòñòâèè ýòèõ

ïðåäïîëîæåíèé çàêîíàì ìèêðîýêîíîìèêè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêëè ìàêðîýêîíî-

ìè÷åñêèå ìîäåëè, ïîëó÷àþùèåñÿ àãðåãèðîâàíèåì ìèêðîýêîíîìè÷åñêèõ îïèñà-

íèé.

Â òåîðèè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé ïåðâàÿ ìîäåëü òàêîãî òèïà áûëà ïðåä-

ëîæåíà Õàóòåêêåðîì â ðàáîòå [44]. Â ýòîé ðàáîòå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèç-

âîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà âîçíèêàåò êàê àãðåãèðîâàííàÿ ïðîèçâîä-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îòðàñëè, ñîñòîÿùåé èç ïðîèçâîäñòâåííûõ åäèíèö ñ ëåîíòüåâ-

ñêèìè1 òåõíîëîãèÿìè ïðîèçâîäñòâà â ñëó÷àå ïàðåòîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóð-

ñîâ. Îñíîâûâàÿñü íà ìîäåëè èç ñòàòüè [44], Èîõàíñåí â ðàáîòå [46] ïðåäëîæèë

îáùèé ôîðìàëèçì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé îòðàñëåé, ïðåä-

ñòàâèìûõ êàê îáúåäèíåíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ÿ÷ååê ñ ëåîíòüåâñêèìè òåõíîëî-

ãèÿìè ïðîèçâîäñòâà. Â ñòàòüå [41] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ

óñëîâèÿõ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îòðàñëè èìååò íå áîëåå îäíîãî îïèñàíèÿ

â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè, à ýòî îïèñàíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ÿâíîé

1Ïîä ëåîíòüåâñêèìè òåõíîëîãèÿìè ïðîèçâîäñòâà ïîíèìàþòñÿ òåõíîëîãèè ñ ôèêñèðîâàííûìè ïðîïîðöèÿìè
çàòðàò ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ
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ôîðìóëû.

Ìîäåëü ïðîèçâîäñòâà èç ðàáîò [44, 46] îêàçàëàñü ïîëåçíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ

ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â òàêèõ ñòðàíàõ êàê Íîðâåãèÿ, Øâåöèÿ, ÑØÀ,

Èíäèÿ, ßïîíèÿ è äðóãèå, ñì., íàïðèìåð, [46, 103, 104]. Â ÷àñòíîñòè, ýòà ìîäåëü

îêàçàëàñü õîðîøî ïðèñïîñîáëåííîé äëÿ ó÷¼òà èçìåíåíèé â ñòðóêòóðå ïðîèç-

âîäñòâà â ðåçóëüòàòå íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà, ñì. [46]. Îäíàêî îáëàñòü

ïðèìåíèìîñòè ýòîé ìîäåëè îãðàíè÷åíà ïðîèçâîäñòâåííûìè ñèñòåìàìè, óäîâëå-

òâîðÿþùèìè îïðåäåë¼ííûì ñòðîãèì êðèòåðèÿì â òåðìèíàõ ïðîèçâîäñòâåííûõ

ôóíêöèé, ñì. [41].

Â 1990õ-2000õ ìèðîâàÿ ýêîíîìèêà ñòîëêíóëàñü ñ âûçîâîì ãëîáàëèçàöèè. Â

ýòîì ïðîöåññå ïðîèçâîäèòåëè èíòåãðèðóþòñÿ â ãëîáàëüíûå ðûíêè ÷åðåç ýêñïîðò

ñâîåé ïðîäóêöèè è èìïîðò ðåñóðñîâ è òåõíîëîãèé. Ïðè ýòîì ðàçíèöà â òåìïàõ

èíôëÿöèè íà âíóòðåííèõ è ãëîáàëüíûõ ðûíêàõ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äîëÿ èì-

ïîðòèðóåìûõ ðåñóðñîâ, èñïîëüçóåìûõ â ïðîèçâîäñòâå, ïîñòîÿííî ìåíÿåòñÿ. Ýòî

ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïåðåñìîòðà è ìîäèôèêàöèè àãðåãèðîâàííûõ ìîäå-

ëåé ïðîèçâîäñòâà, îñíîâàííûõ íà ïðåäïîëîæåíèè î ëåîíòüåâñêèõ òåõíîëîãèÿõ

ïðîèçâîäñòâà íà ìèêðîóðîâíå. Áîëåå äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ïðîáëåì, êîòîðûå

ñòàâèò ãëîáàëèçàöèÿ ïåðåä ìèêðîýêîíîìèêîé, â òîì ÷èñëå êàñàòåëüíî àãðåãè-

ðîâàííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñì., íàïðèìåð, â [77].

Ïåðåñìîòð è ìîäèôèêàöèÿ ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà áûëè îñóùåñòâ-

ëåíû â ðàáîòàõ [69, 110, 109]. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìîäåëü (êîòîðóþ ìû áóäåì

íàçûâàòü îáîáù¼ííîé ìîäåëüþ Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îá-

ùèé ôîðìàëèçì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé îòðàñëåé, ïðåäñòà-

âèìûõ êàê îáúåäèíåíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ åäèíèö ñ íåîêëàññè÷åñêèìè òåõíî-

ëîãèÿìè ïðîèçâîäñòâà, äîïóñêàþùèìè çàìåùåíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ.

Îòâåò íà âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ

ïðîèçâîäñòâà â óñëîâèÿõ ãëîáàëèçàöèè âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ òåì, íàñêîëüêî

ïðîñòî ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Õàðàêòåðèçàöèÿ òåõ îòðàñëåé ïðîèçâîäñòâà, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî îïè-

ñàíèå â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè.

2. Õàðàêòåðèçàöèÿ òåõ îòðàñëåé, äëÿ êîòîðûõ ýòî îïèñàíèå åäèíñòâåííî. Â

ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè îïèñàíèÿ, åãî ïîëó÷åíèå ïî ìàêðîóðîâíåâîé èí-

ôîðìàöèè (ïî ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè îòðàñëè).

Ýòè çàäà÷è, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì õàðàêòåðèçàöèè è îáðàùå-

íèÿ äëÿ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, êîòîðîå ïðîñòî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
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ôóíêöèþ ïðèáûëè â ýòîé ìîäåëè, ñì. [109] è [104, Ãëàâà 6].

Òåïåðü ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî ìîäåëåé, â êîòîðûõ âîç-

íèêàåò èçó÷àåìûé â äèññåðòàöèè îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà, è îòíîñèòåëüíî

àêòóàëüíîñòè èçó÷åíèÿ çàäà÷è îáðàùåíèÿ äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà, íàçûâàåìîé â

ëèòåðàòóðå îáðàòíîé çàäà÷åé Äèðèõëå�Íåéìàíà. Ìû èçó÷àåì îáðàòíóþ çàäà-

÷ó Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãå-

ðà (èíîãäà íàçûâàåìîãî îïåðàòîðîì òèïà Øð¼äèíãåðà âî âíåøíåì ïîëå ßíãà�

Ìèëëñà), ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà â ìàãíèò-

íîì ïîëå. Èçó÷åíèå îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Øð¼-

äèíãåðà âîñõîäèò ê ðàáîòå [18].

Îäíèì èç ïðèëîæåíèé îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà, ìîòèâèðîâàâøèõ

íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå, ÿâëÿåòñÿ àêóñòè÷åñêàÿ òîìîãðàôèÿ ñðåä ñ òå÷åíèÿìè.

Â àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè èññëåäóåìûé îáúåêò çîíäèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ àêó-

ñòè÷åñêèõ âîëí. Îòðàæ¼ííûå âîëíû çàìåðÿþòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå èñ-

õîäíûõ äàííûõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ îáúåêòà. Èçó÷àåìûé â äèññåðòàöèè

ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, êîãäà â êà÷åñòâå èññëåäóåìîãî îáúåêòà âûñòóïà-

åò íåîäíîðîäíàÿ ñðåäà, â êîòîðîé âîçìîæíû òå÷åíèÿ (íàïðèìåð, òåëî ïàöèåíòà

èëè àêâàòîðèÿ îêåàíà). Àêóñòè÷åñêèå âîëíû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçâëå÷åíèÿ èí-

ôîðìàöèè êàê î ñêàëÿðíûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ ñðåäû (íàïðèìåð, ñêîðîñòè çâóêà),

òàê è î âåêòîðíûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ (òå÷åíèÿ). Ðàññìàòðèâàåìàÿ â äèññåðòàöèè

ìîäåëü àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè ñðåä ñ òå÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàëàñü â ÷àñò-

íûõ ñëó÷àÿõ â ðàáîòàõ [97, 67, 66]. Ýòà çàäà÷à èìååò âàæíûå ïðèëîæåíèÿ â

ìåäèöèíñêîé òîìîãðàôèè è â òîìîãðàôèè îêåàíà.

Èçó÷àåìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå�Íåéìàíà òàêæå èìååò ïðèëîæåíèÿ â

êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ. Â îáðàòíîé çàäà÷å êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ

ïó÷êè ÷àñòèö èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èçâëå÷åíèÿ èíôîðìàöèè î ïîòåíöèàëàõ âíåø-

íèõ ïîëåé, ñ êîòîðûìè îíè âçàèìîäåéñòâóþò. Äëÿ ýòîãî íà ïîòåíöèàë íàïðàâ-

ëÿþò ïó÷îê ÷àñòèö ñ çàäàííûì âîëíîâûì âåêòîðîì è èçìåðÿþò êîëè÷åñòâî

÷àñòèö, ðàññåèâàþùèõñÿ â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Âåðîÿòíîñòíàÿ àìïëèòóäà îá-

íàðóæèòü ÷àñòèöó â äàííîì òåëåñíîì óãëå, èçâåñòíàÿ ïðè ðàçíûõ âîëíîâûõ

âåêòîðàõ ïàäàþùèõ ïó÷êîâ ÷àñòèö, èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ

äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîòåíöèàëà. Ðàññìàòðèâàåìûé â äèññåðòàöèè ñëó÷àé ñîîòâåò-

ñòâóåò ðàññåÿíèþ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (ñì.

[25, 26]), à òàêæå ðàññåÿíèþ ÷àñòèö ñ öâåòîâûì çàðÿäîì âî âíåøíåì ïîëå ßíãà-

Ìèëëñà (ñì., íàïðèìåð, [71, 27]).
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Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíûå öåëè ðàáîòû ìîãóò áûòü êðàòêî ñôîðìóëèðîâàíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ õàðàêòåðèçàöèè îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà,

âîçíèêàþùåãî â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà.

2. Íàéòè ôîðìóëû îáðàùåíèÿ è êðèòåðèè îáðàòèìîñòè îáîáù¼ííîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ðàäîíà.

3. Ïîëó÷èòü óñëîâèÿ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðà Äèðèõëå�Íåéìàíà, âîçíèêàþ-

ùåãî â ìîäåëè àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè ñðåä ñ òå÷åíèÿìè.

4. Ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�

Íåéìàíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

1. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ õàðàêòåðèçàöèè îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà,

îáîáùàþùèå òåîðåìó Áåðíøòåéíà õàðàêòåðèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëà-

ïëàñà.

2. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè îáðàòèìîñòè îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà â

òåðìèíàõ íóëåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà ôóíêöèè, çàäàþùåé ãèïåðïî-

âåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà îáðàùåíèÿ.

3. Óêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ

îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà, âîçíèêàþùåé â ìîäåëè àêóñòè÷åñêîé

òîìîãðàôèè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè.

4. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèå îáðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå�

Íåéìàíà ê îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè.

5. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé

çàäà÷è ðàññåÿíèÿ. Ïðèâåäåíà åãî ëèíåàðèçîâàííàÿ âåðñèÿ â ñëó÷àå ìàëûõ

êîýôôèöèåíòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïåðâàÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé ðà-

áîòû ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà îïèñàíèÿ ïðîèçâîäñòâà â

îòðàñëÿõ â ðàìêàõ ôîðìàëèçìà ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòåé ïî òåõíîëîãèÿì ñ

ó÷¼òîì çàìåùåíèÿ ðåñóðñîâ íà ìèêðîóðîâíå (ò.å. â ðàìêàõ îáîáù¼ííîé ìîäåëè

Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà). Îñíîâíûì âêëàäîì ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ìîæíî ñ÷èòàòü

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
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1. Çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè òåõ îòðàñëåé ïðîèçâîäñòâà, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæ-

íî îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ ôîðìàëèçìà ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòåé ïî òåõíî-

ëîãèÿì ïðè ó÷¼òå âçàèìíîãî çàìåùåíèÿ ðåñóðñîâ íà ìèêðîóðîâíå, ñâîäèò-

ñÿ ê ÿâíî ïðîâåðÿåìûì óñëîâèÿì (ê òåîðåìå õàðàêòåðèçàöèè òèïà Áåðí-

øòåéíà äëÿ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà).

2. Âîïðîñ î åäèíñòâåííîñòè îïèñàíèÿ îòðàñëè ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîé ìîäå-

ëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ýëåìåíòàðíîãî ìàòåìàòè-

÷åñêîãî óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè îòðàñëè íà ìèê-

ðîóðîâíå. Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè òàêîãî îïèñàíèÿ ïðèâîäèòñÿ ÿâíàÿ

ôîðìóëà ïîëó÷åíèÿ ìèêðîîïèñàíèÿ îòðàñëè (ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòåé

ïî òåõíîëîãèÿì) ïî å¼ ìàêðîîïèñàíèþ (ïî ôóíêöèè ïðèáûëè îòðàñëè).

Âòîðàÿ ÷àñòü íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñâÿùåíà âîïðîñàì åäèíñòâåííîñòè è âîññòà-

íîâëåíèÿ â îáðàòíîé çàäà÷å Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíîãî

îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà. Â ðàáîòå ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðèëîæåíèè

ê îäíîé ìîäåëè àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè. Îñíîâíûì

âêëàäîì ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

3. Ïðèâîäÿòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèå çàäà÷ó âîññòàíîâëå-

íèÿ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè ïî ãðàíè÷íûì èçìåðåíèÿì ïðè ôèêñèðîâàííîé

÷àñòîòå ê ìíîãîìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé

ýíåðãèè.

4. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàò-

íîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè ïî ìîäóëþ ïîäõîäÿùèõ

êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

5. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èäåíòèôèöèðóåìîñòü ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè ïî ãðà-

íè÷íûì èçìåðåíèÿì ïðè íåñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòîòíîé

çàâèñèìîñòüþ êîýôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ. Â ñëó÷àå èäåíòèôèöèðóåìîñòè

äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê èçáàâèòüñÿ îò êàëèáðîâî÷íîé íååäèíñòâåííîñòè è

âîññòàíîâèòü ïàðàìåòðû æèäêîñòè, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå èçìåðåíèÿ ïðè

íåñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû ôóíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà è òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðè ðåøåíèè

çàäà÷ îáðàùåíèÿ è õàðàêòåðèçàöèè äëÿ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà

èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà (àíàëîãà òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Ôóðüå) â Rn
+. Ïðè ýòîì àíàëîãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âûñòóïàåò ïðåîáðàçî-

âàíèå Ìåëëèíà.

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ êàëèáðîâî÷íî-êîâàðè-

àíòíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà, â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçóþòñÿ òåîðèÿ Ôðåäãîëüìà

â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìåòîä íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà è

ãëîáàëüíûå òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ëèíåéíûìè èëè

íåëèíåéíûìè âîçìóùåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèèè ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå îáîáù¼ííîé

ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà, êîòîðàÿ áûëà ïðåäëîæåíà è íà÷àëà èññëåäî-

âàòüñÿ â ðàáîòàõ [69, 110, 109]. Ïîëó÷åííûå òåîðåìû îáðàùåíèÿ è õàðàêòåðèçà-

öèè äëÿ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà îáîáùàþò ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû

[41] íà ñëó÷àé èñêðèâë¼ííûõ ïîâåðõíîñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, è

èçâåñòíóþ òåîðåìó Áåðíøòåéíà�Áîõíåðà î âïîëíå ìîíîòîííûõ ôóíêöèÿõ (ñì.

[14]) ñî ñëó÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íà ñëó÷àé èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

òèïà Ðàäîíà.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè ñðåä ñ òå÷åíèÿìè â ðàç-

ëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [97, 66, 67] è [7]. Â äèññåðòàöèè

ýòà ìîäåëü âïåðâûå ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà îäíîâðåìåííî ó÷èòûâà-

þòñÿ (à â íåêîòîðûõ èç ñëó÷àåâ, ê òîìó æå, ïðåäïîëàãàþòñÿ íåèçâåñòíûìè)

òàêèå ïàðàìåòðû æèäêîñòè, êàê ñêîðîñòü çâóêà, ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, ïëîòíîñòü è

êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ.

Ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèå îáðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå�Íåéìàíà ê îá-

ðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ, îáîáùàþò ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ èç ðàáîò [98, 59, 61]

íà ñëó÷àé êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíûõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà. Ýòè ðåçóëüòà-

òû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè äàæå â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Îïèñûâàåìûé â äèññåðòàöèè àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óïðîù¼ííàÿ è óñîâåð-

øåíñòâîâàííàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà, óïîìèíàþùåãîñÿ â ðàáîòå [57, ñ. 457] â ñëó÷àå

ñàìîñîïðÿæ¼ííûõ îïåðàòîðîâ Øð¼äèíãåðà.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè ñîèñêàòåëåì îïóáëèêîâàíî 13 ðàáîò. Èç

íèõ ðàáîòû [85, 87, 88] îïóáëèêîâàíû â ðîññèéñêèõ æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ

è íå èìåþò ñîàâòîðîâ. Ðàáîòû [7, 3, 4, 8, 5] îïóáëèêîâàíû â çàðóáåæíûõ æóðíà-

ëàõ, âêëþ÷åííûõ â Web of Science è/èëè Scopus. Èç íèõ ðàáîòû [3, 4] íå èìåþò

ñîàâòîðîâ, ðàáîòû [7, 8] âûïîëíåíû â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ Ð. Ã. Íîâè-
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êîâûì è ïîäãîòîâëåíû âî âðåìÿ ñòàæèðîâîê ñîèñêàòåëÿ â Ecole Polytechnique

(Ôðàíöèÿ), à ðàáîòà [5] âûïîëíåíà â íåðàçäåëüíîì ñîàâòîðñòâå ñ Ã. Ì. Õåíêè-

íûì. Êðîìå òîãî, ðàáîòà [2] îïóáëèêîâàíà â íåäàâíî îñíîâàííîì æóðíàëå è íå

èìååò ñîàâòîðîâ, ðàáîòû [82, 86] � òåçèñû äîêëàäîâ, à ðàáîòû [83, 84] îïóáëè-

êîâàíû â ñáîðíèêàõ ëó÷øèõ êóðñîâûõ è äèïëîìíûõ ðàáîò.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû

íà ñëåäóþùèõ ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

1. Êîíôåðåíöèÿ ¾ÌÔÒÈ-55¿, 19.11-25.11.2012, ã. Äîëãîïðóäíûé

2. Ñåìèíàð ¾Quasilinear equations and inverse problems¿, 2.08.2013, Ìîñêâà

3. Êîíôåðåíöèÿ ¾ÌÔÒÈ-56¿, 25.11-30.11.2013, ã. Äîëãîïðóäíûé

4. Ñåìèíàð ¾Quasilinear equations and inverse problems¿, 4.08.2014, Ìîñêâà

5. Êîíôåðåíöèÿ ¾ÌÔÒÈ-57¿, 24.11-29.11.2014, ã. Äîëãîïðóäíûé

6. Ñåìèíàð ¾Inverse Problems¿ , 2.11.2015, G�ottingen University, Ãåðìàíèÿ

7. Êîíôåðåíöèÿ ¾Quasilinear equations, inverse problems and their applications¿,

30.11-01.12.2015, Äîëãîïðóäíûé

8. Ñåìèíàð àñïèðàíòîâ, 22.01.2016, Ecole Polytechnique, Ôðàíöèÿ

9. Êîíôåðåíöèÿ ¾Inverse problems for PDEs¿, 29.03-01.04.2016, Áðåìåí, Ãåð-

ìàíèÿ

10. Ñåìèíàð ¾Ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæå-

íèÿ¿, 23.05.2016, ÖÝÌÈ, Ìîñêâà

11. Ñåìèíàð ¾Ïðèêëàäíûå çàäà÷è ñèñòåìíîãî àíàëèçà¿, 30.05.2016, ÌÃÓ, Ìîñêâà

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ è çàêëþ÷åíèÿ. Ýòè ïÿòü ãëàâ ìîæ-

íî ðàçäåëèòü íà äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòè. Ãëàâû 1 è 2 ïîñâÿùåíû èññëåäîâà-

íèþ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, âîçíèêàþùåãî â îáîáù¼ííîé ìîäåëè

Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ

[86] è [88], à ãëàâû 2 � â ðàáîòå [87].

Ãëàâû 3�5 ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ

êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíîãî îïåðàòîðàØð¼äèíãåðà è åãî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ðå-
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çóëüòàòû ãëàâû 3 îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [4, 8, 2], ãëàâû 4 � â ðàáîòå [3], à

ãëàâû 5 � â ðàáîòå [7].

Íèæå ìû êðàòêî èçëîæèì ñîäåðæàíèå ãëàâ 1�5.

Â ïåðâîé ãëàâå äèññåðòàöèè ìû îïðåäåëÿåì îáîáù¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ðàäîíà è èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû òèïà Ðàäîíà è ðàññìàòðèâàåì âîïðîñû èõ

íåïðåðûâíîñòè è õàðàêòåðèçàöèè. Â ïàðàãðàôå 1.1 ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå

îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷. Îáîáù¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà Rq îïðå-

äåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

(Rqf)(p) =

∫
q−1p (1)

f(x)
dSx
|∇qp(x)|

, p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn
+, (1)

Rn
+ = {x = (x1, . . . , xn) | x1 > 0, . . . , xn > 0}, (2)

ãäå qp(x) = q(p1x1, . . . , pnxn), ∇ � ñòàíäàðòíûé ãðàäèåíò ïî ïåðåìåííîé x, dSx
� ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ãèïåðïîâåðõíîñòè q−1

p (1) =
{
x ∈ Rn

+ | qp(x) = 1
}
, à

ôóíêöèÿ q óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

q ∈ C1(Rn
+), q > 0 è q(λx) = λq(x) ïðè λ > 0, x ∈ Rn

+. (3)

Îïåðàòîð Rq ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà â

ñìûñëå [13]. Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû Rh
q îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

(Rh
qµ)(p) =

∫
Rn+

h
(
q(p1x1, . . . , pnxn)

)
µ(dx), p ∈ Rn

+, (4)

ãäå h : R1
+ → R. Â ÷àñòíîñòè, ñëó÷àþ h(t) = max{0, p0− t} ñîîòâåòñòâóåò ôóíê-

öèÿ ïðèáûëè â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà:

(Πqµ)(p0, p) =

∫
Rn+

max
{

0, p0 − q(p1x1, . . . , pnxn)
}
µ(dx), p0 > 0, p ∈ Rn

+. (5)

Â ýòîé ìîäåëè âåëè÷èíû â ôîðìóëå (5) èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ôóíêöèÿ q îïèñûâàåò (ìèêðîóðîâíåâûå) òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà â òåðìèíàõ

ñåáåñòîèìîñòè åäèíèöû âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè, ìåðà µ çàäà¼ò ðàñïðåäåëåíèå

ìîùíîñòåé ïî òåõíîëîãèÿì, à ÷èñëî p0 è âåêòîð p ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öåíû çà

åäèíèöó âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè è ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ, ñîîòâåòñòâåí-

íî.
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Ñâîéñòâà (3) îïèñûâàþò íåîêëàññè÷åñêèå òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà îáùåãî

âèäà, äîïóñêàþùèå çàìåùåíèå ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ. Îäíàêî íà ïðàê-

òèêå òåõíîëîãèè ÷àñòî àïïðîêñèìèðóþò ñòàíäàðòíûìè ôóíêöèÿìè, èäåíòèôè-

öèðóÿ ïàðàìåòðû ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì. Ïðè ýòîì âûáîð ñòàíäàðòíûõ

ôóíêöèé çàâèñèò îò òîãî, â êàêîé ìåðå ïðîèçâîäñòâåííûå ôàêòîðû äðóã äðóãà

çàìåùàþò.

Íàèáîëåå èñïîëüçóåìîé õàðàêòåðèñòèêîé çàìåùàåìîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ

ôàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ýëàñòè÷íîñòü èõ çàìåùåíèÿ, ââåäåííàÿ â [42] â ñëó÷àå äâóõ

ôàêòîðîâ. Â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ ïî ñòàòèñòè-

÷åñêèì äàííûì çàòðóäíèòåëüíî, è íà ïðàêòèêå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î å¼

ïîñòîÿííîñòè. Ñëó÷àé íóëåâîé ýëàñòè÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ëåîíòüåâñêèì ïðî-

èçâîäñòâåííûì òåõíîëîãèÿì, à ñëó÷àé åäèíè÷íîé � ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèè

Êîááà�Äóãëàñà, ââåä¼ííîé â [23]. Ôóíêöèÿ Êîááà�Äóãëàñà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé

è íàèáîëåå èñïîëüçóåìîé íà ïðàêòèêå ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé, äîïóñêàþ-

ùåé çàìåùåíèå ôàêòîðîâ, îäíàêî å¼ îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñèëüíî îãðàíè÷åíà. Ê

ïðèìåðó, ñîãëàñíî [19], ñóùåñòâóþò îòðàñëè ïðîèçâîäñòâà, â êîòîðûõ ýëàñòè÷-

íîñòü çàìåùåíèÿ òðóäà è êàïèòàëà ìîæåò áûòü ìåíüøå îäíîãî.

Îáùàÿ äâóõôàêòîðíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íî-

ñòüþ çàìåùåíèÿ (CES-ôóíêöèÿ) áûëà ââåäåíà â ðàáîòå [19]. Âîçìîæíûå îáîá-

ùåíèÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ áûëè ïðåäëîæåíû Allen è

Hicks, Uzawa, McFadden, Morishima è äðóãèìè, êðàòêèé îáçîð ñì. â [31]. Òåì

íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé êëàññ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé, äëÿ êî-

òîðûõ âñå ýòè ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ ïîñòîÿííû. Ýòèì ïðîèçâîäñòâåííûì

ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè ñåáåñòîèìîñòè âèäà q = qα, α ∈ [−∞, 1], ãäå

qα(x) = C
(
(a1x1)

α + · · ·+ (anxn)
α
) 1
α , α ∈ (−∞, 1] \ 0,

q−∞(x) = C min(a1x1, . . . , anxn),

q0(x) = Cxa11 · · ·xann ,

(6)

è C, a1, . . ., an > 0, a1 + · · · + an = 1. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè CES-ôóíêöèè

çàâîåâàëè ïîïóëÿðíîñòü â òåîðèè ïðîèçâîäñòâà, ãäå îíè çàìåíÿþò ôóíêöèè

Êîááà�Äóãëàñà. Îäíàêî âàæíûì íåäîñòàòêîì CES-ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

îíè ïðåäïîëàãàþò ïîñòîÿííóþ ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ìåæäó ëþáîé ïàðîé

ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ.

Ê. Ñàòî ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü âëîæåííûå CES ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíê-

öèè, ïîçâîëÿþùèå ó÷èòûâàòü ðàçëè÷íûå ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ ìåæäó ïðî-
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èçâîäñòâåííûìè ôàêòîðàìè â ðàçëè÷íûõ ãðóïïàõ, ñì. [68]. Òàêèå ôóíêöèè ïîç-

âîëÿþò, â ÷àñòíîñòè, ó÷åñòü, ÷òî ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ êàïèòàëà è íåêâàëè-

ôèöèðîâàííîé ðàáî÷åé ñèëû âûøå, ÷åì êàïèòàëà è êâàëèôèöèðîâàííîé (òàê

íàçûâàåìûé ýôôåêò êîìïëåìåíòàðíîñòè ¾êàïèòàë-êâàëèôèêàöèÿ¿, âïåðâûå ôîð-

ìàëèçîâàííûé â [35]).

Â äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ CES-ôóíêöèé è áîëåå îáùèé êëàññ

ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèÿìè ñåáåñòîèìîñòè q âèäà

(3), óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ, ÷òî

ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè q îãðàíè÷åíû. (7)

Çàìåòèì, ÷òî êëàññ òåõíîëîãèé, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèÿìè q âèäà (3), (7), ñîäåð-

æèò ëèíåéíûå ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, CES-ôóíêöèè ñ

α ∈ (0, 1] è çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîé êîìïîçèöèè. Ïîä ÷àñòè÷íîé êîì-

ïîçèöèåé ôóíêöèé q : Rk
+ → R1

+, k ≥ 2, è φ : Rm
+ → R1

+, m ≥ 2, ïî àðãóìåíòó

i ∈ {1, . . . , k} ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ q̃, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q̃(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk, y) = q(x1, . . . , xi−1, φ(y), xi+1, . . . , xk),

x = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk) ∈ Rk−1
+ , y ∈ Rm

+ .
(8)

Çàìåòèì, ÷òî âëîæåííûå CES-ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ôóíêöèè, ïîëó÷àþ-

ùèåñÿ â ðåçóëüòàòå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòè÷íûõ êîìïîçèöèé CES-ôóíêöèé.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷è õàðàêòåðèçàöèè è îáðàùåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ Rq

è Rh
q , êîòîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Çàäà÷à 1 (õàðàêòåðèçàöèÿ). Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà

ôóíêöèþ F , ïðè êîòîðûõ îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå F = Rh
qµ äëÿ íåêîòîðûõ h,

q è µ.

Çàäà÷à 2 (îáðàùåíèå). Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåð-

ìèíàõ q è h, ïðè êîòîðûõ îïåðàòîðû Rh
q è Rq îáðàòèìû, è óêàçàòü ôîðìóëû

îáðàùåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 1.2 ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ íåïðå-

ðûâíîñòè è õàðàêòåðèçàöèè îïåðàòîðîâ Rq è Rh
q , à â ïàðàãðàôàõ 1.3�1.5

ìû äîêàçûâàåì ýòè ðåçóëüòàòû. Îïåðàòîðû òèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, êàê

ïðàâèëî, óäà¼òñÿ óñïåøíî èçó÷àòü ìåòîäàìè ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ñëó÷àå

àíàëèçà â Rn
+ âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èñïîëüçóþòñÿ ïðÿìîå è îáðàòíîå
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ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

(Mf)(z) = (2π)−
n
2

∫
Rn+
xz−If(x) dx, z ∈ Cn, I = (1, . . . , 1), (9)

(M−1
c ϕ)(x) = i−n(2π)−

n
2

∫
c+iRn

x−zϕ(z) dz, x ∈ Rn
+, c ∈ Rn, (10)

ãäå âîçâåäåíèå âåêòîðà â âåêòîðíóþ ñòåïåíü ïîíèìàåòñÿ â ïîêîìïîíåíòíîì

ñìûñëå. Îïåðàòîð M åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü íà ïðîñòðàíñòâàõ Lpc(Rn
+), c ∈

Rn, p ∈ [1,∞], àíàëîãè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàì Lp(Rn) â ñëó÷àå àíàëèçà â Rn
+.

Lpc(Rn
+) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñ êîíå÷íîé íîð-

ìîé

‖f‖p,c =
(∫

Rn+
|f(x)|pxpc−Idx

)1/p
, p ∈ [1,∞),

‖f‖∞,c = inf{K ≥ 0: |f(x)xc| ≤ K äëÿ ï.â. x ∈ Rn
+}.

Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà íà ïðîñòðàíñòâàõ Lpc(Rn
+) ñïðàâåäëèâû àíàëîãè

ìíîãèõ òåîðåì äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ïðîñòðàíñòâàõ Lp(Rn), ñì. �1.4.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì, êàñàþùèìñÿ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ Rq è Rh
q âû-

ñòóïàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Îíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðîåêöèîííîé òåîðåìû äëÿ

êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå ôóíêöèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (3) è (7). Ïóñòü f ∈ LpI−c(Rn
+) ïðè

íåêîòîðûõ c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn
+ è p ∈ [1,∞]. Ïóñòü h ∈ L1

α(R1
+), ãäå α =

c1 + · · ·+ cn. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:

‖Rqf‖p,c ≤ Γ(α)−1‖e−q‖1,c‖f‖p,I−c, (11)

‖Rh
qf‖p,c ≤ Γ(α)−1‖e−q‖1,c‖h‖1,α‖f‖p,I−c, (12)

ãäå Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ. Êðîìå òîãî, åñëè p = 1 èëè p = 2, òî äëÿ ï.â.

z ∈ c+ iRn ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(2π)
n
2 (Mf)(I − z) · (Me−q)(z) = (MRqf)(z) · Γ(z1 + · · ·+ zn), (13)

(2π)
n+1
2 (Mf)(I − z) · (Me−q)(z) · (Mh)(z1 + · · ·+ zn)

= (MRh
qf)(z) · Γ(z1 + · · ·+ zn).

(14)

Îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (14) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ñëó÷àå, êîãäà îïåðà-
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òîð Rh
q ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ïðîñòðàíñòâå áîðåëåâñêèõ ìåð.

Çàòåì ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ çàäà÷è õàðàêòåðèçàöèè äëÿ èíòåãðàëü-

íûõ îïåðàòîðîâ Ðàäîíà Rh
q â ñëó÷àå ôóíêöèé q, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (3)

è (7). Ïîëîæèì

ρhq (z) = (2π)−
n+1
2

Γ(z1 + · · ·+ zn)Γ(z1) · · ·Γ(zn)

(Me−q)(z) · (Mh)(z1 + · · ·+ zn)
, z = (z1, . . . , zn). (15)

Îïðåäåëèì îïåðàòîð T hq ôîðìóëîé T hq f = M−1
c ρhqMf . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (14),

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êîìïîçèöèÿ îïåðàòîðà T hq ñ îïåðàòîðîì Rh
q ðàâíÿåòñÿ ïðå-

îáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà. Êîìáèíèðóÿ ýòîò ðåçóëüòàò ñ òåîðåìîé õàðàêòåðèçàöèè

äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà (òåîðåìîé Áåðíøòåéíà), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

òåîðåìó õàðàêòåðèçàöèè äëÿ îïåðàòîðà Rh
q . Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g : Rn

+ → R
íàçûâàåòñÿ âïîëíå ìîíîòîííîé, åñëè g ∈ C∞(Rn

+) è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(−1)|α|
∂|α|g(p)

∂pα
≥ 0, α ∈ Zn+, p ∈ Rn

+. (16)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (3) è (7) è ïóñòü (Me−q)(z) 6= 0 ï.â. ïðè

Re z = c, ãäå c ∈ Rn
+. Ïóñòü h ∈ L2

α(R1
+), ãäå α = c1 + · · · + cn, è (Mh)(s) 6= 0

ï.â. ïðè Re s = α. Ïóñòü ρhq ∈ L2(c+ iRn) ∪ L∞(c+ iRn).

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ôóíêöèÿ f : Rn
+ → R ïðåäñòàâèìà â âèäå f = Rh

qµ,

ãäå µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Rn
+ òàêàÿ ÷òî µ ≥ 0,

∫
x−cµ(dx) < ∞, òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

‖f‖2,c <∞, ‖T hq f‖1,c <∞, T hq f âïîëíå ìîíîòîííà. (17)

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè �1.2 ìû îáðàùàåìñÿ ê çàäà÷å õàðàêòåðèçàöèè îïå-

ðàòîðà Πq èç ôîðìóëû (5) â ñëó÷àå, êîãäà q = qα, à qα îïðåäåëåíî â ôîðìóëå

(6). Ìû ðåøàåì çàäà÷ó õàðàêòåðèçàöèè, óêàçûâàÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð Fα, êîìïîçèöèÿ êîòîðîãî ñ îïåðàòîðîì Πqα ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

Ëàïëàñà, è êîìáèíèðóåì ýòîò ðåçóëüòàò ñ òåîðåìîé õàðàêòåðèçàöèè äëÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì îïåðàòîðà Fα ïî ñðàâíåíèþ ñ T hq
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â í¼ì äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå âåä¼òñÿ òîëüêî

ïî îäíîé ïåðåìåííîé. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâåä¼í â òåîðåìå 1.4. Èäåÿ ïîëó÷åíèÿ

îïåðàòîðà Fα áûëà ïðèâåäåíà â ðàáîòå [41] â ñëó÷àå α = 1. Ýòà èäåÿ áûëà

îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ α â ðàáîòå [86].

Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàòñÿ çàäà÷à îáðàùåíèÿ äëÿ îáîáù¼ííîãî ïðå-
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îáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà Rq è äëÿ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ òèïà Ðàäîíà Rh
q , âêëþ-

÷àÿ ñëó÷àé îïåðàòîðà ïðèáûëè Πq â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ïðèâåäåíû â ïàðàãðàôå 2.1, à äîêàçàòåëüñòâî

ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèòñÿ â ïàðàãðàôàõ 2.2�2.5.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (13) è (14) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îáðàùåíèÿ îïå-

ðàòîðîâ Rq è Rh
q . Â ñëó÷àå îïåðàòîðà Rh

q , íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ âûðàçèòü Mf

÷åðåçMRh
qf è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåë-

ëèíàM . Îäíàêî ýòîò ïîäõîä òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà è íå

ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ïðàêòèêå. Åñëè æå íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë çàìåíèòü

ñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì, òî ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæ¼ííóþ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îøèáêà âîññòàíîâëåíèÿ ïðèâîäèòñÿ â òåîðåìå 2.1.

Çàòåì ìû ïåðåõîäèì ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà õàðàêòåðèçàöèè òåõ ôóíêöèé

q è h, äëÿ êîòîðûõ îïåðàòîðû Rq, Πq è Rh
q ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Äëÿ ïîëó÷å-

íèÿ êðèòåðèåâ îáðàòèìîñòè îïåðàòîðîâ Rq è Rh
q ìû äîêàçûâàåì è èñïîëüçóåì

àíàëîãè òàóáåðîâûõ òåîðåì Âèíåðà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âìåñòî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà. Òàóáåðîâû òåîðåìû Âèíåðà ïîç-

âîëÿþò ñâÿçàòü ïîëíîòó â Lr(Rn) ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà àääèòèâíûõ

ñäâèãîâ âèäà fa = f(· − a), a ∈ Rn, íåêîòîðîé ôóíêöèè f ñ âåëè÷èíîé ìíîæå-

ñòâà íóëåé å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ìû ïåðåíîñèìè ýòè ðåçóëüòàòû íà ñëó-

÷àé ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà â Rn
+. Ñîîòâåòñòâóþùèå îáîáùåíèÿ òåîðåì Âèíåðà

ïðèâîäÿòñÿ â ëåììàõ 2.3 è 2.4 èç �2.3.

Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S ÿâëÿåòñÿ 1-òîùèì â ïëîñ-

êîñòè H ⊂ Cn, åñëè S∩H íèãäå íå ïëîòíî â H; 2-òîùèì â H, åñëè S∩H èìååò

ìåðó íóëü â H; è ∞-òîùèì â H, åñëè S ∩H = ∅. Ñ ïîìîùüþ àíàëîãîâ òåîðåì

Âèíåðà ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (3) è (7). Ïóñòü c ∈ Rn
+ è p ∈ {1, 2,∞}.

Òîãäà Πq èíúåêòèâåí â LpI−c(Rn
+) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Rq èíúåêòèâåí

â LpI−c(Rn
+). Ïðè ýòîì Rq èíúåêòèâåí â L

p
I−c(Rn

+) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè (Me−q)(z) ÿâëÿåòñÿ p-òîùèì â ïëîñêîñòè Re z =

c.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ îïåðàòîðîâ Rh
q îáùåãî âèäà.

Â ïðèëîæåíèè ê îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà óêàçàííàÿ òåî-

ðåìà åäèíñòâåííîñòè õàðàêòåðèçóåò îòðàñëè, äëÿ êîòîðûõ àãðåãèðîâàííàÿ ôóíê-

öèÿ ïðèáûëè Πqf îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòåé ïî òåõíî-

ëîãèÿì f .
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Ìû òàêæå ïîêàçûâàåì, ÷òî èíúåêòèâíîñòü �ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ� ïî îòíîøå-

íèþ ê ÷àñòè÷íîé êîìïîçèöèè (8). Êîìáèíèðóÿ ýòî ñâîéñòâî ñ òåîðåìîé 3, ìû

ïîêàçûâàåì, ÷òî îïåðàòîð ïðèáûëè Πq, îòâå÷àþùèé âëîæåííîé CES-ôóíêöèè

q, ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì â ëþáîì ïðîñòðàíñòâå LpI−c(Rn
+), p ∈ {1, 2,∞}, c ∈ Rn

+.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè �2.1 ìû èçó÷àåì çàäà÷ó îáðàùåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà

Πq â ñëó÷àå, êîãäà q = qα, α ∈ [−∞, 1], ãäå qα îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (6). Â

òåîðåìå 2.4 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî îïåðàòîð ïðèáûëè Πq ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì

ïðè α 6= 0, à ïðè α = 0 ìû îïèñûâàåì åãî ÿäðî. Çàòåì ìû ðàññìàòðèâàåì áîëåå

ñëîæíóþ çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé q = qα è f ïî ôóíêöèè ïðèáûëè Πqf .

Ìû óêàçûâàåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èç ïðåäñòàâèìîñòè ôóíêöèè

F â äâóõ ðàçíûõ ôîðìàõ F = Πq1µ1 è F = Πq2µ2, ãäå q1 = qα1
, q2 = qα2

è q1 6= q2,

ñëåäóåò, ÷òî F = 0. Ýòè óñëîâèÿ ïðèâåäåíû â òåîðåìå 2.5.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõ óñëîâèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åñëè Πq1µ1 =

Πq2µ2, òî îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé ôóíêöèþ Πq1µ1 â ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà

íåêîòîðîé ìåðû, òàêæå äîëæåí ïåðåâîäèòü ôóíêöèþ Πq2µ2 â ïðåîáðàçîâàíèå

Ëàïëàñà íåêîòîðîé ìåðû. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî, åñëè ìåðû µ1 è

µ2 äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñëè æå îòêàçàòüñÿ îò òðåáî-

âàíèÿ áûñòðîãî óáûâàíèÿ ìåð, òî ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåð äâóõ ðàçíûõ ìåð µ1

è µ2, äëÿ êîòîðûõ Πq1µ1 = Πq2µ2 ïðè q1 = qα1
, q2 = qα2

, α1 6= α2. Òàêîé ïðèìåð

ïðèâîäèòñÿ â ïðåäëîæåíèè 2.2.

Â òðåòüåé ãëàâå ìû ôîðìóëèðóåì îáðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå�Íåéìàíà

äëÿ êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà è óêàçûâàåì íåêîòî-

ðûå ïðèëîæåíèÿ ýòîé çàäà÷è â àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè ñðåä ñ òå÷åíèÿìè. Â

ïàðàãðàôå 3.1 ìû ïðèâîäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷. Ìû

ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

LA,Vψ ≡ −∆ψ − 2i
d∑
j=1

Aj(x)
∂ψ

∂xj
+ V (x)ψ = Eψ, x ∈ D, (18)

∆ =
∂

∂x2
1

+ · · ·+ ∂

∂x2
d

,

ãäå A = (A1, . . . , An), Aj è V � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå Mn(C)-çíà÷íûå ôóíê-

öèè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rd (d ≥ 2) ñ ãðàíèöåé ∂D, E ∈ C, à Mn(C)

îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n. Îïåðàòîð LA,V èíî-

ãäà íàçûâàþò îïåðàòîðîì òèïàØð¼äèíãåðà âî âíåøíåì ïîëå ßíãà-Ìèëëñà (ñì.,

íàïðèìåð, [27]). Â ñëó÷àå n = 1 îïåðàòîð LA,V íàçûâàþò îïåðàòîðîì òèïà Øð¼-
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äèíãåðà â ìàãíèòíîì ïîëå.

Îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà ΛA,V = ΛA,V (E) äëÿ óðàâíåíèÿ (18) â îáëàñòè

D ñîïîñòàâëÿåò ôóíêöèè f íà ∂D ôóíêöèþ ΛA,V f íà ∂D, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ΛA,V f =
(
∂ψ
∂ν + i

∑d

j=1
Ajνjf

)∣∣
∂D
, (19)

ãäå ν � åäèíè÷íûé âíåøíèé âåêòîð íîðìàëè ê ∂D, à ψ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøå-

íèå óðàâíåíèÿ (18) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ψ|∂D = f , ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à Äèðèõëå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (èíûìè ñëîâà-

ìè, E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà LA,V â îáëà-

ñòè D).

Îïåðàòîð ΛA,V èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê ñëåäóþùèì êàëèáðîâî÷íûì

ïðåîáðàçîâàíèÿì:
Aj → Ag

j = gAjg
−1 + i

∂g

∂xj
g−1, j = 1, . . . , d, (20a)

V → V g = gV g−1 − g∆g−1 − 2i
d∑
j=1

gAj
∂g−1

∂xj
, (20b)

ãäå g � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíàÿ GLn(C)-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè

D, g|∂D = Idn, GLn(C) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà

n× n, à Idn îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (18) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð ΛA,V (E) ïðè ôèêñèðîâàííîì E (èëè ïðè

E èç ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà). Íàéòè A è V ïî ìîäóëþ êàëèáðîâî÷íûõ

ïðåîáðàçîâàíèé (20a), (20b).

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå (18) ïðè x ∈ Rd, ïîëàãàÿ A è V ðàâíûìè íóëþ

âíå îáëàñòè D. Ìû ñôîðìóëèðóåì îáðàòíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ

(18) â Rd, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî E > 0 è n = 1, òàê ÷òî Aj è V ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ôóíêöè-

ÿìè. Ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ ðàññåÿíèÿ ψ+(x, k) óðàâíåíèÿ

(18), ïàðàìåòðèçîâàííûå âåêòîðîì k ∈ Rd, k2 = E, è îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùåé
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àñèìïòîòèêîé ïðè ôèêñèðîâàííîì k:

ψ+(x, k) = eikx + C(d)|k|(d−3)/2 ei|k||x|

|x|(d−1)/2
fA,V

(
k, |k| x|x|

)
+O

(
|x|−(d+1)/2

)
,

|x| → ∞, C(d) = −πi(−2πi)(d−1)/2,

(21)

ãäå ôóíêöèÿ f = fA,V çàðàíåå íåèçâåñòíà. Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà íà ìíîæå-

ñòâå

ME =
{

(k, l) ∈ Rd × Rd | k2 = l2 = E
}

(22)

è íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (18). Ôóíêöèÿ ψ+ ìîæåò

áûòü íàéäåíà èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ëèïïìàíà�Øâèíãåðà

ψ+(x, k) = eikx +

∫
D

G+(x− y, k)
(
LA,V − L0,0

)
ψ+(y, k) dy, (23)

G+(x, k) = −(2π)−d
∫
D

eiξx dξ

ξ2 − k2 − i0
, (24)

à àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ f � èç ÿâíîé ôîðìóëû

f(k, l) = (2π)−d
∫
D

e−ily
(
LA,V − L0,0

)
ψ+(y, k) dy. (25)

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé{
A→ Aϕ = A+∇ϕ, (26a)

V → V ϕ = V − i∆ϕ+ (∇ϕ)2 + 2A∇ϕ, (26b)

ãäå ϕ � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà Rd ñ äîñòàòî÷íûì óáûâàíèåì íà

áåñêîíå÷íîñòè. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (18) â Rd ôîðìóëè-

ðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü çàäàíà àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ f íà ìíîæåñòâåME ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì E > 0 (èëè ïðè E èç ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà). Íàéòè A è V

ïî ìîäóëþ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (26a), (26b).

Â �3.1 ìû ôîðìóëèðóåì çàäà÷ó 4 â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà n ≥ 1 è E ∈ C,
íî äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à 4 ïðè n = 1 âîçíèêàåò, íàïðèìåð, â êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå,

ãäå f ÿâëÿåòñÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíîé, îïèñûâàþùåé ðàññåÿíèå çàðÿæåííûõ

÷àñòèö â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (ïðàêòè÷åñêè, îäíàêî, èçìåðÿåòñÿ ëèøü |f |),
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à êîýôôèöèåíòû A è V çàäàþò êîíôèãóðàöèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èí-

âàðèàíòíîñòü ôóíêöèè f îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (26a), (26b) ÿâëÿåòñÿ

îòðàæåíèåì ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Âåéëÿ (ñì. [106]), ñîãëàñíî êîòîðîìó

êîíôèãóðàöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòàì A,

V è êîýôôèöèåíòàì Aϕ, V ϕ, ôèçè÷åñêè íåîòëè÷èìû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âîñ-

ñòàíàâëèâàòü îäíó èç ïàð êîýôôèöèåíòîâ, ñâÿçàííóþ ñ èñõîäíûìè êîýôôèöè-

åíòàìè A, V ñîîòíîøåíèÿìè (26a), (26b). ×àñòî íà ïðàêòèêå ôèêñèðóþò ïàðó

êîýôôèöèåíòîâ Adiv, V div, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ∇ · Adiv = 0 (â òåðìè-

íàõ ýëåêòðîäèíàìèêè ýòî íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

â êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå).

Â ïàðàãðàôå 3.2 ìû ôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ åäèí-

ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è 3 â ðàìêàõ îäíîé ìîäåëè àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè

ñðåä ñ òå÷åíèÿìè. Â ïàðàãðàôàõ 3.3 è 3.4 ìû äîêàçûâàåì ýòè ðåçóëüòàòû. Â

ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè ãàðìîíè÷åñêîå ïî âðåìåíè

(e−iωt) àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå ψ â äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè ñî ñêîðîñòüþ çâóêà

c = c(x), ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ v = v(x), ïëîòíîñòüþ ρ = ρ(x) è êîýôôèöèåíòîì

ïîãëîùåíèÿ çâóêà α = α(x, ω) ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå ω ≥ 0 óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

Lωψ ≡ −∆ψ − 2iAω(x) · ∇ψ − Uω(x)ψ = 0, x ∈ D, (27)

Aω(x) =
ωv(x)

c2(x)
+
i

2

∇ρ(x)

ρ(x)
, Uω(x) =

ω2

c2(x)
+ 2iω

α(x, ω)

c(x)
,

α(x, ω) = ωζ(x)α0(x),

(28)

ãäå D � îòêðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd (d ≥ 2), çàíèìàåìàÿ æèäêîñòüþ.

Çàìåòèì, ÷òî Lω = LAω,−Uω , ãäå îïåðàòîð LAω,−Uω îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (18).

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûòåêàþò ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

c ≥ cmin > 0, ρ ≥ ρmin > 0, α0 ≥ 0, v = v, ζ = ζ â D

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò cmin è ρmin.
(29)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λω = ΛAω,−Uω îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (27)

â D (ñì. ôîðìóëó (19)). Íàñ èíòåðåñóåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð Λω ïðè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ ω.

Íàéòè ïàðàìåòðû æèäêîñòè c, v, ρ è α.

Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé îáùèé ðåçóëüòàò îá èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðà-
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ìåòðîâ æèäêîñòè ïî ãðàíè÷íûì èçìåðåíèÿì ïðè òð¼õ ÷àñòîòàõ â ñëó÷àå, êîãäà

ïîãëîùåíèå çàâèñèò îò ÷àñòîòû (ò.å. ζ 6= 0 â D).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü D ⊂ Rd (d ≥ 2) � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ

ëèíåéíî ñâÿçíîé ãðàíèöåé ∂D, ãäå ∂D ∈ C∞ (d = 2) èëè ∂D ∈ C1 (d ≥ 3).

Ïóñòü îïåðàòîðû L
(j)
ω è Λ

(j)
ω ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì c(j), ρ(j), v(j),

α
(j)
0 è ζ(j), óäîâëåòâîðÿþùèì (29) è

c ∈ W 1,∞(D,R), ρ ∈ C(D̄) ∪ C2(D), v ∈ W 1,∞(D,Rd),

α0 ∈ C(D̄), ζ ∈ C(D̄), ζ 6= 0, ãäå d ≥ 3,
(30)

ëèáî
c ∈ W 2,p(D,R), ρ ∈ W 3,p(D,R), v ∈ W 2,p(D,Rd),

α0 ∈ W 1,p(D,R), ζ ∈ C(D̄), ζ 6= 0, ãäå p > 2, d = 2.
(31)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω1, ω2, ω3 ∈ (0,+∞) � òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòû,

ïðè êîòîðûõ 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðîâ

L
(1)
ω è L

(2)
ω â D. Òîãäà èç ðàâåíñòâà îïåðàòîðîâ Λ

(1)
ω = Λ

(2)
ω ïðè ω ∈ {ω1, ω2, ω3}

ñëåäóåò, ÷òî c(1) = c(2), ρ(1) = Cρ(2), v(1) = v(2) è α(1) = α(2), ãäå C = const > 0

è α(j)(x, ω) = ωζ
(j)(x)α

(j)
0 (x).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîé òåîðåìû ìû ïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè èç ñòàòåé [17],

[36], [52] äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Aω è Uω ïî îïåðàòîðó Λω ïðè

ôèêñèðîâàííîì ω ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäõîäÿùåãî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Çàòåì ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå èçìåðåíèÿ ïðè òð¼õ ÷àñòîòàõ,

ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò êàëèáðîâî÷íîé íååäèíñòâåííîñòè è âîññòàíîâèòü ïàðàìåò-

ðû c, v, α è ρ. Ïðè ýòîì ρ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî

ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, êîòîðûé íå èãðàåò ðîëè â îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ æèäêî-

ñòè (ñì. ôîðìóëó (28)).

Â òåîðåìå 3.5 ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî çàâèñèìîñòü ïîãëîùåíèÿ α îò ÷àñòîòû ω

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè.

Ìû ïðèâîäèì äâà ðàçíûõ íàáîðà ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè c(1), v(1), ρ(1), α(1) è c(2),

v(2), ρ(2), α(2), ãäå α(1) è α(2) íå çàâèñÿò îò ω, òàêèõ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå îïå-

ðàòîðû Äèðèõëå�Íåéìàíà ñîâïàäàþò (ò.å. Λ
(1)
ω = Λ

(2)
ω ) ïðè âñåõ ω, ïðè êîòîðûõ

0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Äèðèõëå äëÿ L(1)
ω è L(2)

ω .

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ çàäà÷è 5. Ïåðâûé ñëó÷àé ñî-

îòâåòñòâóåò íåïîãëîùàþùèì æèäêîñòÿì ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè (ò.å. ρ ≡ const,

α ≡ 0). Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå èçìåðåíèÿ ïðè îäíîé ÷à-
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ñòîòå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò îñòàëüíûå ïàðàìåòðû æèäêîñòè, ñì. ïðåäëîæå-

íèå 3.1. Âòîðîé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò íåïîãëîùàþùèì æèäêîñòÿì (ò.å. α = 0) ñ

íå îáÿçàòåëüíî ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâóõ

÷àñòîò äîñòàòî÷íî äëÿ èäåíòèôèêàöèè îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, ñì. òåîðåìó 3.3.

Â ÷åòâ¼ðòîé ãëàâå ìû ïðèâîäèì ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿ-

þò ñâåñòè îáðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå�Íåéìàíà 3 ê îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ

4. ×òîáû íå ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ, èçëîæèì ñîäåðæàíèå ýòîé

ãëàâû â ñëó÷àå, êîãäà E > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΛA,V (E) îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ (18) ñ

êîýôôèöèåíòàìè A = (A1, . . . , Ad) è V â îáëàñòè D. Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì

óðàâíåíèå (18) âî âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå Rd, ïðîäîëæàÿ êîýôôèöèåíòûA è V íóë¼ì

âíå îáëàñòè D. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññè÷åñêèå ðåøåíèÿ

ðàññåÿíèÿ ψ+ è ñîîòâåòñòâóþùóþ àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ f = fA,V . Íàïîìíèì,

÷òî ôóíêöèè ψ+ è fA,V â ñëó÷àå ñêàëÿðíûõ êîýôôèöèåíòîâ A1, . . . , Ad, V

îïðåäåëÿþòñÿ èç ôîðìóëû (21); â ñëó÷àå æå ìàòðè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî

çàïèñàòü àíàëîã ôîðìóëû (21), êîòîðûé ìû îïóñêàåì â âèäó åãî ãðîìîçäêîñòè.

Â ïàðàãðàôå 4.1 ìû ïðèâîäèì óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êëàññè÷åñêèõ è

îáîáù¼ííûõ ðåøåíèé ðàññåÿíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè D ïî îïåðàòîðó Äèðèõëå�

Íåéìàíà. Ìû òàêæå óêàçûâàåì ÿâíûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå íàéòè êëàññè÷å-

ñêèå è îáîáù¼ííûå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ ïî ýòèì ðåøåíèÿì. Ïóñòü C1,β(∂D,Mn(C))

îáîçíà÷àåò ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõMn(C)-çíà÷íûõ ôóíê-

öèé íà ∂D, ÷üè ïåðâûå ïðîèçâîäíûå β-Ã¼ëüäåð-íåïðåðûâíû, ñ íîðìîé

‖ψ‖C1,β = ‖ψ‖C1 + max
i,j

sup
x1,x2∈∂D
x1 6=x2

∣∣Gradϕij(x1)−Gradϕij(x2)
∣∣

|x1 − x2|β
, (32)

ãäå ϕ(x) =
(
ϕij(x)

)
∈ Mn(C), à Grad îáîçíà÷àåò ïîâåðõíîñòíûé ãðàäèåíò,

ñì. [21, ñ. 33-39]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΛA,V (x, y, E) ÿäðî (â ñìûñëå òåîðèè ðàñ-

ïðåäåëåíèé) îïåðàòîðà ΛA,V (E). Íàêîíåö, ïóñòü E+ îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî òåõ

k ∈ Rd, k2 = E, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå (23) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñè-

òåëüíî ψ+ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü D � îãðàíè÷åííàÿ îòêðûòàÿ îáëàñòü â Rd (d = 2, 3)

ñ ãðàíèöåé ∂D ∈ C2. Ïóñòü A1, . . . , Ad, V � Ã¼ëüäåð-íåïðåðûâíûå Mn(C)-

çíà÷íûå ôóíêöèè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì â D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E > 0 è

E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðîâ LA,V è −∆ â
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D, ãäå A = (A1, . . . , Ad). Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(k, l) = (2π)−d
∫
∂D

∫
∂D

e−ilx(ΛA,V − Λ0,0)(x, y, E)ψ+(y, k) dy dx, (33)

ãäå k, l ∈ Rd \ (0 ∪ E+), k2 = l2 = E, è óðàâíåíèå

ψ+(x, k) = eikx +

∫
∂D

A+(x, y, k)ψ+(y, k) dy, x ∈ ∂D, (34)

A+(x, y, k) =

∫
∂D

G+(x− z, k)(ΛA,V − Λ0,0)(z, y, E) dz, x, y ∈ ∂D,

ãäå k ∈ Rd \ (0 ∪ E+), k2 = E. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå (34) ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì k ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

îòíîñèòåëüíî ψ ∈ C1,β(∂D,Mn(C)) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì β ∈ (0, 1).

Àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ íàõîæäåíèÿ îáîáù¼í-

íûõ ðåøåíèé ðàññåÿíèÿ è àìïëèòóä ðàññåÿíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå óðàâíåíèÿ âðîäå (34) îñîáåííî ýôôåêòèâíî ðåøà-

þòñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà

òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ A+(x, y, k) áûëà äîñòàòî÷íî ìàëà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî

ñïðàâåäëèâî, åñëè êîýôôèöèåíòû A è V ìàëû. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîç-

íèêàåò ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò A ìàë, à êîýôôèöèåíò V áëèçîê ê íåêîòîðî-

ìó èçâåñòíîìó ¾ôîíîâîìó¿ êîýôôèöèåíòó V 0. Â ïàðàãðàôå 4.2 ìû ïðèâîäèì

ôîðìóëó (33) è óðàâíåíèå (34) â ýòîì áîëåå îáùåì ñëó÷àå, ÷òî äåëàåò èõ áî-

ëåå ïðèìåíèìûìè íà ïðàêòèêå. Âûâîä ýòèõ ôîðìóë è óðàâíåíèé ïðîâîäèòñÿ â

ïàðàãðàôàõ 4.3 è 4.4.

Ôîðìóëà (33) ïîëó÷àåòñÿ èç ÿâíîé ôîðìóëû (25) ñ èñïîëüçîâàíèåì âòîðîé

ôîðìóëû Ãðèíà. Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå (34) âûâîäèòñÿ èç èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ (23) è âòîðîé ôîðìóëû Ãðèíà. Òàêèì æå ñïîñîáîì äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè

ôîðìóë (33) è (34) â ñëó÷àå, êîãäà E ∈ C è ïðèñóòñòâóåò íåíóëåâîé ¾ôîíîâûé¿

ïîòåíöèàë V 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî óðàâíåíèå (34) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ôðåä-

ãîëüìà âòîðîãî ðîäà, ìû ïåðåïèñûâàåì åãî îïåðàòîðíîé ôîðìå

ψ+ = eikx +G+(ΛA,V − Λ0,0)ψ
+, (35)

ΛA,V − Λ0,0 = NA,V SA,V . (36)
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Çäåñü îïåðàòîð G+ îáëàäàåò ÿäðîì G+(x− y, k), SA,V � îïåðàòîð, îòîáðàæàþ-

ùèé ôóíêöèþ f íà ∂D â ðåøåíèå ψ óðàâíåíèÿ (18) â îáëàñòè D ñ ãðàíè÷íûì

óñëîâèåì ψ|∂D = f , îïåðàòîð NA,V îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(NA,Vψ)(x) =

∫
D

∂Γ

∂νx
(x, y, E)

(
LA,V − L0,0

)
ψ(y) dy, x ∈ ∂D,

ãäå Γ � ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà ∆ + E â îáëàñòè D, à

νx � åäèíè÷íàÿ âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ∂D â òî÷êå x.

Ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è íåïðåðûâíûìè:

C1,β(∂D)
SA,V−→ C1(D)

NA,V−→ C2(∂D)
i
↪→ C1,β(∂D)

G+

−→ C1,β(∂D), (37)

ãäå i îáîçíà÷àåò âëîæåíèå, à ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ïîäðàçóìåâàþòñÿ Mn(C)-

çíà÷íûìè. Ó÷èòûâàÿ êîìïàêòíîñòü îïåðàòîðà i è ïîëüçóÿñü ïðåäñòàâëåíèÿìè

(35) è (36), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (34) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà

âòîðîãî ðîäà â C1,β(∂D,Mn(C)).

Â ïÿòîé ãëàâå ìû ïðèâîäèì äâà àëãîðèòìà ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ îáðàò-

íîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 4 äëÿ óðàâíåíèÿ (18) â R2 ñî ñêàëÿðíûìè êîýôôèöèåíòà-

ìè A1, A2, V è ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè E > 0. Ïåðâûé àëãîðèòì îñíîâàí íà

ðåøåíèè íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ñîîá-

ù¼ííûå â äîêëàäå [75], ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò ìåòîä óñïåøíî ðàáîòàåò â ñëó÷àå

ïðîèçâîëüíûõ îãðàíè÷åííûõ êîýôôèöèåíòîâ A, V ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì.

Âòîðîé àëãîðèòì ïîëó÷àåòñÿ ëèíåàðèçàöèåé ïåðâîãî â ñëó÷àå ìàëûõ êîýôôè-

öèåíòîâ A, V . Ñõîäèìîñòü ëèíåàðèçîâàííîãî ìåòîäà ïðè E → ∞ ïîëíîñòüþ

äîêàçàíà, â òî âðåìÿ êàê òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè íåëèíåàðèçî-

âàííîãî àëãîðèòìà ñîñòàâèò ñîäåðæàíèå îäíîé èç áóäóùèõ ñòàòåé.

Ïåðâûé àëãîðèòì ïðèâîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 5.1 è âûâîäèòñÿ â ïàðàãðàôå

5.3. Äëÿ åãî ôîðìóëèðîâêè íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.

×åðåç Adiv, V div îáîçíà÷èì ïàðó êîýôôèöèåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè

A, V êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì (26a), (26b) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∇ ·Adiv = 0 (òàêàÿ ïàðà êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì).

Ïåðâûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî âîññòàíîâèòü Adiv, V div ïî àìïëèòóäå

ðàññåÿíèÿ f .

Ïóñòü E > 0 çàôèêñèðîâàíî. Òîãäà àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ f ìîæåò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ êàê ôóíêöèÿ íà òîðå T 2 = T×T , ãäå T = {λ ∈ C | |λ| = 1}. Îïðåäåëèì
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ñëåäóþùèå îïåðàòîðû, ñëåäóÿ [99]:

(P±(λ)u)(λ′) = −πi
∫
T

u(λ′′)χ

[
±i
(
λ

λ′′
− λ′′

λ

)]
f(λ′′, λ′)|dλ′′|, (38)

(Q±(z)u)(λ) = πi

∫
T

h±(λ, λ′)e(λ, λ′, z)χ

[
±i
(
λ

λ′
− λ′

λ

)]
u(λ′)|dλ′|, (39)

e(λ, λ′, z) = exp
(
−i
√
E
2

(
(λ− λ′)z̄ + (λ−1 − λ′−1

)
z
)
, (40)

(C±u)(λ) =
1

2πi

∫
T

u(ξ)

ξ − λ(1∓ 0)
dξ, (41)

B(z) = C+Q−(z)− C−Q+(z), (42)

ãäå χ � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, |dλ| = dλ/(iλ). Ôóíêöèè h± èç ôîðìóëû (39)

îïðåäåëÿþòñÿ íèæå. Îáîçíà÷èì ∂xk = ∂/∂xk, z = x1 + ix2, ∂z = 1
2(∂x1 − i∂x2),

∂z̄ = 1
2(∂x1 + i∂x2), curl = (−∂x2, ∂x1).

Àëãîðèòì 1. Ïóñòü f � àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ äëÿ îïåðàòîðà LA,V ïðè ôèê-

ñèðîâàííîé ýíåðãèè E > 0. Îïðåäåëèì Adiv
appr, V

div
appr ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:

f −→ h± −→ µ+ −→ µ± −→ Adiv
appr, V

div
appr. (43)

Ôóíêöèè h±, µ
+ è µ± ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé

(44), (45) è ÿâíîé ôîðìóëû (46):

h±(λ, λ′) + (P±(λ)h±(λ, ·))(λ′) = f(λ, λ′), (λ, λ′) ∈ T 2, (44)

µ+(z, λ) + (B(z)µ+(z, ·))(λ) = 1, z ∈ C, λ ∈ T, (45)

µ±(z, λ) = µ+(z, λ) + (Q±(z)µ+(z, ·))(λ), z ∈ C, λ ∈ T. (46)

Çàòåì êîýôôèöèåíòû Adiv
appr è V

div
appr îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

Adiv
appr(x) =

1

2
curl

(
ln

∫
T

µ+(z, ζ)|dζ|
)
, (47)

V div
appr(x) = 2|Adiv

appr(x)|2 +

√
E

2π

∫
T

∂zµ−(z, ζ)dζ

+
√
E∂z̄

(∫
T

µ+(z, ζ)
dζ

ζ2

/ ∫
T

µ+(z, ζ)|dζ|
)
.

(48)

Òåîðåìà 6. Ïóñòü E > 0 è z ∈ C çàôèêñèðîâàíû. Ïóñòü f ∈ C∞(T 2)

è ‖f‖L2(T 2) <
1

6π . Òîãäà óðàâíåíèå (44) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
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h± ∈ L2(T 2), à óðàâíåíèå (45) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî µ+(z, ·) ∈
L2(T ). Êðîìå òîãî, çíàìåíàòåëü äðîáè â ôîðìóëå (48) îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè

âñåõ z ∈ C, ôóíêöèè Adiv
appr è V div

appr îãðàíè÷åíû, óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè è

óäîâëåòâîðÿþò ∇ · Adiv
appr = 0. Íàêîíåö, îïåðàòîðó LAdiv

appr,V
div
appr

ñîîòâåòñòâóåò

àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ f ïðè ýíåðãèè E.

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèÿ íà ãëàäêîñòü è ìàëîñòü ôóíêöèè f â òåîðåìå 6 ÿâ-

ëÿþòñÿ çàâûøåííûìè. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëåíèå ôóíêöèé Adiv
appr è V

div
appr

â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïðîèçâîäèòñÿ íåçàâèñèìî, ÷òî äåëàåò àëãîðèòì 1 õîðîøî

ïàðàëëåëèçóåìûì. Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû, ñîîáù¼ííûå â äîêëàäå [75], ñâèäå-

òåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè E ê áåñêîíå÷íîñòè êîýôôèöèåíòû Adiv
appr,

V div
appr ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê Adiv, V div. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè

áóäåò ïðîâåäåíî â îäíîé èç áóäóùèõ ñòàòåé.

Óêàæåì îñíîâíûå èäåè, ëåæàùèå â îñíîâå àëãîðèòìà 1. Ìû ðàññìàòðèâàåì

îáîáù¼ííûå ðåøåíèÿ ðàññåÿíèÿ ψ(x, k), k ∈ KE, KE = {k ∈ C2 \ R2 | k2 = E},
óðàâíåíèÿ (18) â R2, âîñõîäÿùèå ê Ë. Ôàääååâó. Ôóíêöèè ψ(x, k) îáëàäàþò

ñëåäóþùåé àñèìïòîòèêîé ïî k = (k1, k2) ïðè ôèêñèðîâàííîì x:

ψ
(
x, k(λ)

)
= eik(λ)x

(
µ̃±0 + µ̃±1 λ

±1 + o(|λ|±1)
)
, |λ|± → 0, (49)

k1(λ) = 1
2E

1/2(λ+ λ−1), k2(λ) = i
2E

1/2(λ−1 − λ), (50)

ãäå µ̃±j = µ̃±j (x) � íåêîòîðûå ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå (50) ÿâ-

ëÿåòñÿ áèåêöèåé C \ T íà KE. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (49) â óðàâíåíèå (18),

ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ λ è ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíè-

åì ∇ · Adiv = 0, ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Adiv è V div â

òåðìèíàõ ôóíêöèé µ̃±0 è µ̃±1 .

Òåïåðü íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèè µ̃±0 è µ̃±1 . Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ

µ̃(x, k) = e−ikxψ(x, k) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî ïåðåìåííûì x è k, à òàêæå

óäîâëåòâîðÿåò ∂̄-óðàâíåíèþ

∂

∂λ̄
µ̃(x, k(λ)

)
= r(x, λ)µ̃

(
x, k(−1/λ̄)

)
, λ ∈ C \ T, (51)

ãäå ôóíêöèÿ r ïðè áîëüøèõ E ìàëà ðàâíîìåðíî ïî x è λ. Ñêà÷êè ôóíêöèé

µ̃±(x, k(λ)) = µ̃(x, k(λ± 0λ)) íà îêðóæíîñòè T ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

µ̃+(x, k(λ)) = µ̃−(x, k(λ)) +

∫
T

ρ̃(x, λ, λ′)µ̃−(x, k(λ′)) |dλ′|, λ ∈ T, (52)
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ãäå ôóíêöèÿ ρ̃ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ f . Ìû íàõîäèì ïðèáëè-

æ¼ííûå çíà÷åíèÿ µ± ôóíêöèé µ̃±, ñ÷èòàÿ, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(51) c r ≡ 0 è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (52). Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òàêèõ ôóíêöèé

µ± èçâåñòíà êàê íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà.

Çíàÿ µ±, ìû ìîæåì íàéòè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ µ±0 è µ±1 ôóíêöèé µ̃±0 è

µ̃±1 èç ôîðìóëû (49), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè�Ãðèíà.

Â ïàðàãðàôå 5.2 ìû ïðèâîäèì ôîðìóëû âòîðîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ìî-

æåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñëó÷àå ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ A è V . Ýòîò àëãîðèòì

ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ïåðâûé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ðàñ-

ñìîòðåíèè ëèíåàðèçîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè ìàëûõ êîýôôèöè-

åíòàõ A, V , êîãäà âìåñòî àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ f ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåàðèçî-

âàííàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ

f lin(k, l) = (2π)−2

∫
R2

ei(k−l)x
(
2k · A(x) + V (x)

)
dx, k, l ∈ R2, k2 = l2 = E.

Êîýôôèöèåíòû A è V íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Âûâîä âòîðîãî àëãîðèòìà ýòèì ñïîñîáîì ïðèâîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 5.4.

Âòîðîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â ëèíåàðèçàöèè ïåðâîãî àëãîðèòìà ïðè ìàëûõ

êîýôôèöèåíòàõ. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî èìååòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð ε è ñïðàâåäëèâà

îöåíêà |f(k, l)| ≤ Cε, k, l ∈ R2, k2 = l2 = E, C = const > 0, äëÿ àìïëèòóäû

ðàññåÿíèÿ (â ÷àñòíîñòè, àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ óäîâëåòâîðÿåò òàêîé îöåíêå, åñëè

êîýôôèöèåíòû A è V èìåþò ïîðÿäîê ìàëîñòè ε). Çàòåì ìû îòáðàñûâàåì âî âñåõ

ôîðìóëàõ è óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî àëãîðèòìà ñëàãàåìûå, ïîðÿäîê êîòîðûõ âûøå,

÷åì ε. Ýòèì ñïîñîáîì âòîðîé àëãîðèòì âûâîäèòñÿ â ïàðàãðàôå 5.5.
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1 Õàðàêòåðèçàöèÿ îáîáù¼ííîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷

Îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà

Ìû íà÷í¼ì ýòó ãëàâó ñ îïèñàíèÿ îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà,

ïðåäëîæåííîé â ðàáîòàõ [69, 110, 109]. Çàòåì ìû ïîêàæåì, êàê èññëåäîâàíèå

ýòîé ìîäåëè ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà.

Â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà îòðàñëü ïðîèçâîäñòâà ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé (êîòîðûå ìîãóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îòäåëüíûå ôèðìû èëè ìàøèíû), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìî-

æåò ïðîèçâîäèòü îäèí è òîò æå òèï ïðîäóêöèè ïî îïðåäåë¼ííîé òåõíîëîãèè,

èñïîëüçóÿ n ≥ 2 âèäîâ ðåñóðîâ. Ìîäåëü îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè F0, f ,

îïðåäåë¼ííûìè íèæå.

Òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà ïàðàìåòðèçóþòñÿ âåêòîðàìè x ∈ Rn
+. Äëÿ êàæäîé

òåõíîëîãèè x ∈ Rn
+ ìû îïðåäåëÿåì êîëè÷åñòâî ìîùíîñòåé f(x) ≥ 0, ôóíê-

öèîíèðóþùèõ ïî ýòîé òåõíîëîãèè. Ôóíêöèÿ f : Rn
+ → R íàçûâàåòñÿ ðàñïðå-

äåëåíèåì ìîùíîñòåé ïî òåõíîëîãèÿì. Äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

f ∈ L1(Rn
+).

Ôóíêöèÿ F0 : Rn
+ → R1

+ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé íà ìèêðî-

óðîâíå. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè F0 ìû ñîïîñòàâëÿåì êàæäîé òåõíîëîãèè x ∈ Rn
+

ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ Fx, ôóíêöèþ ïðèáûëè πx è ôóíêöèþ ñåáåñòîèìî-

ñòè åäèíèöû ïðîäóêöèè cx.

Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Fx ñîïîñòàâëÿåò âåêòîðó îáú¼ìîâ âõîäíûõ ðå-

ñóðñîâ u = (u1, . . . , un) îáú¼ì âûïóñêà Fx(u) åäèíè÷íîé ìîùíîñòè, ôóíêöèîíè-

ðóþùåé ïî òåõíîëîãèè x. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Fx(u) = min

{
1, F0

(
u1

x1
, . . . ,

un
xn

)}
, u ∈ Rn

+. (1.1)

Ôóíêöèÿ ïðèáûëè πx ñîïîñòàâëÿåò öåíàì p0 è p íà ïðîäóêöèþ è ðåñóð-

ñû ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ïðèáûëü îò èñïîëüçîâàíèÿ åäèíè÷íîé ìîùíîñòè,

ôóíêöèîíèðóþùåé ïî òåõíîëîãèè x:

πx(p0, p) = sup
u∈Rn+

(
p0Fx(u)− pu

)
, p0 ≥ 0, p ∈ Rn

+.
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Íàêîíåö, ôóíêöèÿ ñåáåñòîèìîñòè åäèíèöû ïðîäóêöèè cx ñîïîñòàâëÿåò öåíàì

p íà ðåñóðñû ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå îòíîøåíèå ñòîèìîñòè ðåñóðñîâ ê îáú¼ìó

âûïóñêà íà åäèíè÷íîé ìîùíîñòè ïî òåõíîëîãèè x:

cx(p) = inf
u∈Rn+

{
pu

Fx(u) | Fx(u) > 0
}
, x ∈ Rn

+, p ∈ Rn
+. (1.2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F0 íåïðåðûâíà è îáëàäàåò íåîêëàññè÷åñêèìè

ñâîéñòâàìè:

(N1) F0 íå óáûâàåò ïî âñåì ïåðåìåííûì (ñ ðîñòîì ðåñóðñîâ ðàñò¼ò âûïóñê).

(N2) F0 âîãíóòà (çàêîí óáûâàþùåé ïðåäåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè).

(N3) F0(λx) = λF0(x), λ > 0, x ∈ Rn
+ (ïîñòîÿííàÿ îòäà÷à îò ìàñøòàáà).

Èç ñâîéñòâà (N1) ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ðàçëè÷íûå ðåñóðñû ìîãóò çàìåùàòü

äðóã äðóãà (â îïðåäåë¼ííîé ìåðå) â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà. Ýòî òèïè÷íî äëÿ

ïðîèçâîäñòâåííûõ ñèñòåì, ôóíêöèîíèðóþùèõ â óñëîâèÿõ ãëîáàëèçàöèè è ñòàí-

äàðòèçàöèè.

Ñâîéñòâî (N2), ïîìèìî ïðî÷åãî, âëå÷¼ò âîãíóòîñòü F0 ïî êàæäîé èç ïåðå-

ìåííûõ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî ñ ðîñòîì îòäåëüíîãî ðåñóðñà

ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ðîñò âûïóñêà çàìåäëÿåòñÿ.

Ôóíêöèè f è F0, à òàêæå Fx, πx è cx îïèñûâàþò îòðàñëü íà ìèêðîóðîâíå

(òî åñòü â ñëó÷àå, êîãäà îòðàñëü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå íåçàâèñè-

ìûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé). Íèæå ìû îïðåäåëèì ôóíêöèè πA è FA,

êîòîðûå îïèñûâàþò îòðàñëü íà ìàêðîóðîâíå (òî åñòü â ñëó÷àå, êîãäà îòðàñëü

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åäèíîå öåëîå).

Àãðåãèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ïðèáûëè πA ñîïîñòàâëÿåò öåíàì p0 è p íà ïðîäóê-

öèþ è ðåñóðñû ìàêñèìàëüíóþ âîçìîæíóþ ñóììàðíóþ ïðèáûëü îòðàñëè:

πA(p0, p) =

∫
Rn+

πx(p0, p)f(x) dx, p0 ≥ 0, p ∈ Rn
+. (1.3)

Àãðåãèðîâàííàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ FA ñîïîñòàâëÿåò ñóììàðíîìó

îáú¼ìó ðåñóðñîâ l = (l1, . . . , ln) ∈ Rn
+, ïîñòóïàþùèõ â îòðàñëü, ìàêñèìàëüíûé

ñóììàðíûé âûïóñê, êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü, âàðüèðóÿ ðàñïðåäåëåíèå ðåñóð-
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ñîâ u = (u1, . . . , un) ìåæäó ïðîèçâîäñòâåííûìè ìîùíîñòÿìè:

FA(l) = max
u

{∫
Rn+
Fx
(
u(x)

)
f(x) dx

∣∣∣∣∣ ∀k
∫
Rn+
uk(x)f(x) dx ≤ lk

}
. (1.4)

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè (1.4) âñåãäà èìååò ðåøåíèå â êëàññå íåîòðèöàòåëüíûõ èç-

ìåðèìûõ u = (u1, . . . , un) òàêèõ, ÷òî u1f , . . . , unf ∈ L1(Rn
+) (ñì. [110, Òåîðåìà

3.1]).

Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (1.3) äëÿ ôóíêöèè πA ïîëó÷åíî èç ïðåäïîëîæåíèÿ,

÷òî êàæäàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ ìîùíîñòü ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ïðèáûëü íåçàâè-

ñèìî îò îñòàëüíûõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðàæåíèå (1.4) äëÿ ôóíêöèè FA îñíî-

âàíî íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòäåëüíûå ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè êîîïåðè-

ðóþò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ñóììàðíûé âûïóñê îòðàñëè. Òåì

íå ìåíåå, ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [109, Òåîðåìà 3.1]), ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ñîîòíîøåíèÿ:

πA(p0, p) = sup
l∈Rn+

(
p0FA(l)− pl

)
, p0 > 0, p ∈ Rn

+,

p0F0(l) = inf
p∈Rn+

(
πA(p0, p) + pl), p0 > 0, l ∈ Rn

+.
(1.5)

Èç ñîîòíîøåíèé (1.5) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè FA è πA ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíû-

ìè èíñòðóìåíòàìè îïèñàíèÿ îòðàñëè. Ýòà ñèòóàöèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îï-

òèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåñóðñîâ â çàäà÷å (1.4) îáåñïå÷èâàåòñÿ ðûíî÷íûìè

ìåõàíèçìàìè. Áîëåå òî÷íî, ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [110, Òåîðåìà 4.1]), ÷òî ðàñ-

ïðåäåëåíèå u â çàäà÷å (1.4) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

íàéäóòñÿ òàêèå p0 ≥ 0 è p ∈ Rn
+ (êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðûíî÷íûå

öåíû íà âûïóñêàåìóþ ïðîäóêöèþ è ðåñóðñû), p0 + |p| > 0, ÷òî

(1) Åñëè p0 < cx(p), òî u(x) = 0 äëÿ ï.â. x òàêèõ, ÷òî f(x) 6= 0 (ìîùíîñòè,

äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäñòâî íå îêóïàåòñÿ ïðè äàííûõ öåíàõ íà ïðîäóêöèþ

è ðåñóðñû, íå ôóíêöèîíèðóþò).

(2) Åñëè p0 > cx(p), òî Fx(u(x)) = 1 è cx(p) = pu(x) äëÿ ï.â. x ñ f(x) 6= 0

(ìîùíîñòè, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçâîäñòâî îêóïàåòñÿ ïðè äàííûõ öåíàõ íà

ïðîäóêöèþ è ðåñóðñû, ðàáîòàþò ñ ìàêñèìàëüíîé îòäà÷åé).

(3) pk
(∫

Rn+
uk(x)f(x) dx− li

)
= 0, k = 1, . . . , n.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷

Ôóíêöèè πA è FA ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè èíñòðóìåíòàìè ìàêðîóðîâíåãî îïèñàíèÿ

îòðàñëè (òî åñòü, â ñëó÷àå, êîãäà îòðàñëü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê åäèíîå öåëîå).

Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèé (1.5), ýòè äâà èíñòðóìåíòà ýêâèâàëåíòíû. Ìû áóäåì

ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé ïðèáûëè πA. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñâÿçü ìåæäó ôóíê-

öèåé ïðèáûëè πA è ðàñïðåäåëåíèåì ìîùíîñòåé ïî òåõíîëîãèÿì f . Èç ôîðìóëû

(1.3) è èç [110, Ëåììà 4.1] ñëåäóåò, ÷òî πA = Πqµ, ãäå µ(dx) = f(x)dx è

(Πqµ)(p0, p) =

∫
Rn+

max
{

0, p0 − q(p1x1, . . . , pnxn)
}
µ(dx), (1.6)

à ôóíêöèÿ q îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

q(x) = inf
Rn+

{
xu | F0(u) = 1

}
, x ∈ Rn

+. (1.7)

Ìû áóäåì íàçûâàòü q ôóíêöèåé ñåáåñòîèìîñòè. Îíà íàñëåäóåò òàêèå ñâîéñòâà

ôóíêöèè F0 êàê íåîòðèöàòåëüíîñòü è ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü. Â íàñòîÿ-

ùåé ðàáîòå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

q ∈ C1(Rn
+), q > 0 è q(λx) = λq(x) ïðè λ > 0, x ∈ Rn

+. (1.8)

Èç ôîðìóë (1.6), (1.7) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè Πqµ îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ ôóíêöèåé F0 è ðàñïðåäåëåíèåì ìîùíîñòåé ïî òåõíîëîãèÿì µ(dx) =

f(x)dx, êîòîðûå îïèñûâàþò îòðàñëü íà ìèêðîóðîâíå. Íàñ èíòåðåñóþò ñëåäóþ-

ùèå äâå îáðàòíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëåíèåì ìèêðîóðîâíåâîé èíôîðìà-

öèèè ïî ìàêðîóðîâíåâîé èíôîðìàöèè. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì (1.6), ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîð Πq íà ìíîæåñòâå áîðåëåâñêèõ ìåð.

Çàäà÷à 1.1 (õàðàêòåðèçàöèÿ). Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,

ïðè êîòîðûõ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ Π ïðåäñòàâèìà â âèäå Π = Πqµ äëÿ íåêîòîðûõ

q è µ.

Çàäà÷à 1.2 (îáðàùåíèå). Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåð-

ìèíàõ q, ïðè êîòîðûõ Πqµ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò µ, è óêàçàòü ÿâíûå ôîðìó-

ëû îáðàùåíèÿ.

Çàäà÷è 1.1 è 1.2 èìåþò âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Çàìåòèì, ÷òî îò-

ðàñëü ïðîèçâîäñòâà, êîòîðóþ ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ îáîáù¼ííîé ìîäåëè
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Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåñêîëüêèì ñòðîãèì îãðàíè÷å-

íèÿì. Âî-ïåðâûõ, âñå ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè äîëæíû âûïóñêàòü îäíî-

ðîäíóþ ïðîäóêöèþ. Âî-âòîðûõ, òåõíîëîãèè ïðîèçâîäñòâà äîëæíû áûòü ñâÿçà-

íû æåñòêèìè ñîîòíîøåíèÿìè (1.1) è íåïîñðåäñòâåííî ñîîòíîñèòü îáú¼ìû ðå-

ñóðñîâ ñ îáú¼ìàìè êîíå÷íîãî âûïóñêà (â ÷àñòíîñòè, òðóäíî ó÷åñòü ñèòóàöèþ

ñ âûïóñêîì ïðîìåæóòî÷íîé ïðîäóêöèè). Îäíàêî, áîëüøîå ÷èñëî îòðàñëåé íå

óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì. Âîïðîñ îá óíèâåðñàëüíîñòè îáîáù¼ííîé ìîäåëè

Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà, òî åñòü î âîçìîæíîñòè îïèñàíèÿ ñ ïîìîùüþ íå¼ îòðàñ-

ëåé, â êîòîðûõ ýòè òðåáîâàíèÿ íàðóøàþòñÿ, ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ çàäà÷ 1.1 è

1.2, ñì. [109] è [104, Ãëàâà 6].

Ñäåëàåì êîììåíòàðèé îòíîñèòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî â äèññåðòàöèè ñëó-

÷àÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèåé ñåáåñòîèìîñòè q. Ñ

îäíîé ñòîðîíû, âûáîð ôóíêöèè q â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà

âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ìåðîé çàìåùàåìîñòè ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ, à ñ

äðóãîé � ïðîñòîòîé èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ôóíêöèè ïî ñòàòèñòè÷åñêèì

äàííûì. Èñòîðè÷åñêè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûìè àëüòåðíàòèâàìè ÿâëÿþò-

ñÿ ëåîíòüåâñêèå òåõíîëîãèè (ò.å. òåõíîëîãèè ñ ôèêñèðîâàííûìè ïðîïîðöèÿìè

çàòðàò ôàêòîðîâ) è òåõíîëîãèè Êîááà�Äóãëàñà, ïðåäëîæåííûå â [23]. Ëåîí-

òüåâñêèå òåõíîëîãèè îïèñûâàþò ñëó÷àé íåçàìåùàåìûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàê-

òîðîâ, òîãäà êàê òåõíîëîãèè Êîááà�Äóãëàñà ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ åäèíè÷íîé

ýëàñòè÷íîñòè èõ çàìåùåíèÿ. Â ðàáîòå [19] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ñîãëàñíî ñòàòè-

ñòèêå, ñóùåñòâóþò îòðàñëè ïðîèçâîäñòâà, äëÿ êîòîðûõ ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ

ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ìåæäó 0 è 1. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ îòðàñëåé â [19]

áûë ïðåäëîæåí êëàññ òåõíîëîãèé ñ ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ

çàìåùåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ ôàêòîðîâ. Â ñëó÷àå ìíîãèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàê-

òîðîâ êëàññ òåõíîëîãèé ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ îïèñûâàåòñÿ

ôóíêöèÿìè âèäà q = qα äëÿ íåêîòîðîãî α ∈ [−∞, 1], ãäå

qα(x) = C(a1x
α
1 + · · ·+ anx

α
n)

1
α , α ∈ (−∞, 1] \ 0,

q−∞(x) = C min(a1x1, . . . , anxn),

q0(x) = Cxa11 · · ·xann ,
(1.9)

è C, a1, . . ., an > 0, a1 + · · · + an = 1. Ýòîò êëàññ òåõíîëîãèé î÷åíü ïîïóëÿ-

ðåí â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå áëàãîäàðÿ ïðîñòîòå àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé

è ðàçâèòûì ìåòîäàì èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì.

Íåäîñòàòêîì ýòîãî òèïà òåõíîëîãèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå îá îäèíàêîâîé
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ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ äëÿ êàæäîé ïàðû ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ. Â êà-

÷åñòâå îáîáùåíèÿ òåõíîëîãèé ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ â ðàáîòå

[68] áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü äâóõóðîâíåâûå âëîæåííûå CES-ôóíêöèè.

Íà ïðàêòèêå ýòî ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü, ê ïðèìåðó, ÷òî ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ

êàïèòàëà è íåêâàëèôèöèðîâàííîé ðàáî÷åé ñèëû ÷àñòî âûøå, ÷åì ýëàñòè÷íîñòü

çàìåùåíèÿ êàïèòàëà è êâàëèôèöèðîâàííîé ðàáî÷åé ñèëû (òàê íàçûâàåìûé ýô-

ôåêò êîìïëåìåíòàðíîñòè ¾êàïèòàë-êâàëèôèêàöèÿ¿).

Â äèññåðòàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì êëàññ CES ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé

è øèðîêèé êëàññ ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé, îïèñûâàåìûõ íåîêëàññè÷åñêè-

ìè ôóíêöèÿìè ñåáåñòîèìîñòè q âèäà (1.8) è òàêèõ, ÷òî

ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè q îãðàíè÷åíû. (1.10)

Êëàññ òåõíîëîãèé, îïèñûâàåìûõ ôóíêöèÿìè q âèäà (1.8), (1.10) ñîäåðæèò ëè-

íåéíûå ôóíêöèè ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, CES-ôóíêöèè qα ñ α ∈
(0, 1] è çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîé êîìïîçèöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì. Äëÿ äâóõ ôóíêöèé q : Rk
+ → R1

+, k ≥ 2, è φ : Rm
+ → R1

+,m ≥ 2,

ïîä ÷àñòè÷íîé êîìïîçèöèåé ïî àðãóìåíòó i ∈ {1, . . . , k} ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ

q̃, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q̃(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk, y) = q(x1, . . . , xi−1, φ(y), xi+1, . . . , xk),

x = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk) ∈ Rk−1
+ , y ∈ Rm

+ .
(1.11)

Èññëåäîâàíèå çàäà÷ 1.1 è 1.2 ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷ õàðàêòåðèçàöèè

è îáðàùåíèÿ äëÿ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà Rq è èíòåãðàëüíûõ îïå-

ðàòîðîâ òèïà Ðàäîíà Rh
q . Îáîáù¼ííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà Rq îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

(Rqf)(p) =

∫
q−1p (1)

f(x)
dSx
|∇qp(x)|

, p ∈ Rn
+, (1.12)

ãäå qp(x) = q(p1x1, . . . , pnxn), ∇ � ñòàíäàðòíûé ãðàäèåíò ïî ïåðåìåííîé x, à

dSx � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà q−1
p (1).

Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû òèïà Ðàäîíà Rh
q îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

(Rh
qµ)(p) =

∫
Rn+

h
(
q(p1x1, . . . , pnxn)

)
µ(dx), p ∈ Rn

+, (1.13)
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ãäå ôóíêöèÿ h : R1
+ → R. Â ñëó÷àå, êîãäà µ(dx) = f(x)dx ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

Rh
qf := Rh

qµ.

Â ëåììå 1.3 èç �1.3 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèè Πqf è Rqf ñâîäÿòñÿ äðóã

ê äðóãó ïîâòîðíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì è èíòåãðèðîâàíèåì, ñîîòâåòñòâåííî.

Êðîìå òîãî, îïåðàòîð Πq ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îïåðàòîðà Rh
q , ñîîòâåòñòâó-

þùèì âûáîðó h(t) = max{0, p0 − t}.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû èçó÷àåì ñëåäóþùèå çàäà÷è äëÿ îïåðàòîðîâ Rq è Rh

q ,

îáîáùàþùèå çàäà÷è 1.1 è 1.2.

Çàäà÷à 1.3 (õàðàêòåðèçàöèÿ). Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

íà ôóíêöèþ F , ïðè êîòîðûõ îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå F = Rh
qµ äëÿ íåêîòîðûõ

h, q è µ.

Çàäà÷à 1.4 (îáðàùåíèå). Íàéòè íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â òåð-

ìèíàõ q (ñîîòâ. q è h), ïðè êîòîðûõ îïåðàòîð Rq (ñîîòâ. R
h
q ) îáðàòèì, è

óêàçàòü ôîðìóëû îáðàùåíèÿ.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, êàñàþùèõñÿ îïðåäåëåíèÿ îáîáù¼ííîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà (1.12). Èññëåäîâàíèå îáîáù¼ííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ðàäîíà

ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò òàêîé îáëàñòè ìàòåìàòèêè êàê èíòåãðàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. Èñ-

òîðèÿ èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè âîñõîäèò ê ðàáîòàì [96], [32] è [65]. Â òèïè÷íîé

çàäà÷å èíòåãðàëüíîé ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå X è ñåìåéñòâî åãî ïîäìíî-

ãîîáðàçèé, ïàðàìåòðèçîâàííîå ìíîãîîáðàçèåì Y . Ôóíêöèè f íà X ïîñðåäñòâîì

èíòåãðèðîâàíèÿ ñîïîñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Rf íà Y , íàçûâàåìàÿ îáîáù¼ííûì

ïðåîáðàçîâàíèåì Ðàäîíà ôóíêöèè f . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå X = Rn
+, à â êà÷å-

ñòâå ñåìåéñòâà ïîäìíîãîîáðàçèé âûñòóïàþò ìíîæåñòâà óðîâíÿ Xp = q−1
p (1),

p ∈ Y = Rn
+, ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé ôóíêöèè q, ñì. ôîðìóëó (1.12). Îñíîâ-

íûìè îáðàòíûìè çàäà÷àìè èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿþòñÿ îáðàùåíèå, êî-

ãäà ïî Rf òðåáóåòñÿ íàéòè f , è õàðàêòåðèçàöèÿ, êîãäà òðåáóåòñÿ îïèñàòü îáðàç

ïðåîáðàçîâàíèÿ R, ñì. çàäà÷è 1.3 è 1.4. Ñîâðåìåííîå îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå

ñâîéñòâà îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà â îáùåì ñëó÷àå ñì., íàïðèìåð,

â ðàáîòàõ [13, 37]. Ýòî îïðåäåëåíèå âîñõîäèò ê ðàáîòå [92], ãäå áûëî ââåäåíî

ïîíÿòèå äâîéíîãî ðàññëîåíèÿ, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå èíöèäåíòíîñòè èç ðàáîòû

[20] è ïîíÿòèå äâîéñòâåííîñòè èç ðàáîòû [39]. Íàèáîëåå èçó÷àåìûì â ëèòåðàòó-

ðå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ïî k-ïëîñêîñòÿì â Rn (îñîáåííî ïðè k = 1

è k = n− 1). Îáçîð äðóãèõ ðàññìàòðèâàåìûõ â ëèòåðàòóðå ñëó÷àåâ ïðèâåä¼í â

[54, �5.10.4].
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Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâà-

íèÿ. Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà (ñî çíàêîì) íà Rn
+, à µ = µ+ − µ− � å¼

ðàçëîæåíèå Æîðäàíà. Ïîëîæèì |µ| = µ+ + µ−.

Íà ïðîñòðàíñòâå áîðåëåâñêèõ ìåð íà Rn
+ ìû îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèå íîðìû:

‖µ‖c =

∫
Rn+

x−c|µ|(dx), c ∈ Rn. (1.14)

Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ab = ab11 · · · abnn äëÿ âåêòîðîâ a =

(a1, . . . , an) è b = (b1, . . . , bn).

Äëÿ ôóíêöèè f íà Rn
+, ÷èñëà r ∈ [1,∞] è âåêòîðà c ∈ Rn ïîëîæèì

‖f‖r,c =

(∫
Rn+
|f(x)|rxrc−Idx

)1/r

, r ∈ [1,∞),

‖f‖∞,c = inf{K ≥ 0: |f(x)xc| ≤ K äëÿ ï.â. x ∈ Rn
+},

(1.15)

ãäå I = (1, . . . , 1). ×åðåç Lrc(Rn
+) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé f

íà Rn
+ ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖f‖r,c. Çàìåòèì, ÷òî åñëè µ(dx) = f(x)dx, òî ‖µ‖c =

‖f‖1,I−c.

Ïðîñòðàíñòâî Lr(c+ iRn), c ∈ Rn, 1 ≤ r ≤ ∞, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî

èçìåðèìûõ ôóíêöèé ϕ íà ïëîñêîñòè

c+ iRn =
{
z ∈ Cn | Re z = c

}
,

ãäå Re z = (Re z1, . . . ,Re zn), z = (z1, . . . , zn), îáëàäàþùèõ êîíå÷íîé íîðìîé

‖ϕ‖Lr(c+iRn) =

(∫
Rn
|ϕ(c+ iξ)|r dξ

)1/r

.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ôóíêöèè f ∈ L1
c(Rn

+) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(Mf)(z) = (2π)−
n
2

∫
Rn+

xz−If(x) dx, Re z = c. (1.16)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ôóíêöèè ϕ ∈ L1(c+ iRn) îïðåäåëÿåòñÿ ñëå-
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äóþùèì îáðàçîì:

(M−1
c ϕ)(x) = (2π)−

n
2

∫
c+iRn

x−zϕ(z) dz, x ∈ Rn
+. (1.17)

Ìû ïîêàæåì â �1.4, ÷òî îïåðàòîðû M è M−1
c ïðîäîëæàþòñÿ ïî íåïðåðûâ-

íîñòè äî âçàèìíî îáðàòíûõ èçîìåòðèé L2
c(Rn

+) è L2(c+ iRn).

1.2 Íåïðåðûâíîñòü è õàðàêòåðèçàöèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì ðåøåíèå çàäà÷ 1.1 è 1.3. Ìû ñôîðìóëèðóåì òåî-

ðåìû õàðàêòåðèçàöèè äëÿ îïåðàòîðîâ Rh
q è Πq â ñëó÷àå îáùèõ íåîêëàññè÷åñêèõ

ôóíêöèé q, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1.8) è (1.10), à òàêæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå

ôóíêöèé q ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ, òî åñòü êîãäà q = qα, à qα
îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (1.9).

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ Rq, Rh
q è

Πq íà ïðîñòðàíñòâàõ LrI−c(Rn
+), r ∈ [1,∞], c ∈ Rn

+, è ïðèâîäÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà ôóíêöèé Rqf , Rh
qf , Πqf , ãäå f ∈ LrI−c(Rn

+).

Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8) è (1.10). Ïóñòü f ∈ LrI−c(Rn
+) ïðè

íåêîòîðûõ c ∈ Rn
+ è r ∈ [1,∞]. Ïóñòü h ∈ L1

α(R1
+), α = c1 + · · · + cn. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖Rqf‖r,c ≤ Γ(α)−1‖e−q‖1,c‖f‖r,I−c, (1.18)

‖Rh
qf‖r,c ≤ Γ(α)−1‖e−q‖1,c‖h‖1,α‖f‖r,I−c, (1.19)

‖(Πqf)′‖r,c ≤ pα+1
0 Γ(α + 2)−1‖e−q‖1,c‖f‖r,I−c, (1.20)

ãäå p0 > 0 çàôèêñèðîâàíî, Γ îáîçíà÷àåò ãàììà-ôóíêöèþ, I = (1, . . . , 1), (Πqf)′ =

Πqf(p0, ·). Êðîìå òîãî, åñëè r ∈ {1, 2}, òî äëÿ ï.â. z ∈ c + iRn ñïðàâåäëèâû

ôîðìóëû

(MRqf)(z) = (2π)
n
2 Γ(s)−1(Mf)(I − z) · (Me−q)(z), (1.21)

(MRh
qf)(z) = (2π)

n+1
2 Γ(s)−1(Mf)(I − z) · (Me−q)(z) · (Mh)(s), (1.22)

(M(Πqf)′)(z) = (2π)
n
2 ps+1

0 Γ(s+ 2)−1(Mf)(I − z) · (Me−q)(z), (1.23)

ãäå s = z1 + · · ·+ zn.

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëû (1.21), (1.22), (1.23) àíàëîãè÷íû ïðîåêöèîííîé ôîð-
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ìóëå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàéòè ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðà-

äîíà. Ìîæíî ïðèâåñòè àíàëîã òåîðåìû 1.1 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îïåðàòîðû Rh
q è

Πq ðàññìàòðèâàþòñÿ â êëàññå áîðåëåâñêèõ ìåð íà Rn
+ ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖ · ‖c,

c ∈ Rn
+.

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8) è (1.10). Çàôèêñèðóåì c ∈ Rn
+,

r ∈ [1,∞) è îáîçíà÷èì α = c1 + · · · + cn. Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Rn
+,

‖µ‖c <∞, è ïóñòü h ∈ Lrα(R1
+). Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

‖Rh
qµ‖r,c ≤ Γ(αr)−1/r‖e−q/r‖r,c‖h‖r,α‖µ‖c, (1.24)

‖(Πqµ)′‖r,c ≤ p
(α+1)r
0

Γ(r+1)1/r

Γ(r+1+αr)1/r
‖e−q/r‖r,c‖µ‖c, (1.25)

ãäå (Πqµ)′ = Πqµ(p0, ·) è p0 > 0 çàôèêñèðîâàíî. Êðîìå òîãî, åñëè r = 1 (ñîîòâ.

r = 1, h ≥ 0) è µ ≥ 0, òî â ôîðìóëå (1.25) (ñîîòâ. (1.24)) èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî. Íàêîíåö, åñëè r ∈ {1, 2}, òî ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû

(MRh
qµ)(z) = (2π)

n+1
2 Γ(s)−1(Mµ)(I − z) · (Me−q)(z) · (Mh)(s), (1.26)

(M(Πqµ)′)(z) = (2π)
n
2 ps+1

0 Γ(s+ 2)−1(Mµ)(I − z) · (Me−q)(z), (1.27)

ãäå s = z1 + · · ·+ zn, z ∈ c+ iRn è I = (1, . . . , 1).

Òåîðåìû 1.1 è 1.2 äîêàçûâàþòñÿ â �1.4.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê çàäà÷å õàðàêòåðèçàöèè. Èç òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò, ÷òî îïå-

ðàòîð Rh
q , ãäå q óäîâëåòâîðÿåò (1.8), (1.10), à h ∈ L2

α(R1
+), íåïðåðûâíî îòîáðà-

æàåò ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖ · ‖c,
ãäå c ∈ Rn

+, α = c1 + · · · + cn, â ïðîñòðàíñòâî L2
c(Rn

+). Ýòî îòîáðàæåíèå íå

ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, è ìû ñîáèðàåìñÿ îïèñàòü åãî îáðàç.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8),

(1.10) è (Me−q)(z) 6= 0 ï.â. ïðè Re z = c, c ∈ Rn
+. Ïóñòü h ∈ L2

α(R1
+), ãäå

α = c1 + · · ·+ cn, è (Mh)(s) 6= 0 ï.â. ïðè Re s = α. Ïðè ôèêñèðîâàííîì p0 > 0

ïîëîæèì

ρhq (z) =
Γ(s)Γ(z1) · · ·Γ(zn)

(Me−q)(z) · (Mh)(s)
, ρq(z) =

Γ(s+ 2)Γ(z1) · · ·Γ(zn)

(Me−q)(z)ps+1
0

, (1.28)

ãäå z ∈ c+ iRn, s = z1 + · · ·+ zn. Îïðåäåëèì îïåðàòîðû T hq è Tq ôîðìóëàìè

T hq f = M−1
c ρhqMf, Tqf = M−1

c ρqMf. (1.29)
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Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ g : Rn
+ → R íàçûâàåòñÿ âïîëíå ìîíîòîííîé, åñëè g ∈

C∞(Rn
+) è ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

(−1)|α|
∂|α|g(p)

∂pα
≥ 0, α ∈ Zn+, p ∈ Rn

+.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü c ∈ Rn
+, α = c1 + · · ·+ cn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

q óäîâëåòâîðÿåò (1.8), (1.10), (Me−q)(z) 6= 0 ï.â. ïðè Re z = c, (1.30)

h ∈ L2
α(R1

+), h ≥ 0, (Mh)(s) 6= 0 ï.â. ïðè Re s = α, (1.31)

ρhq ∈ L2(c+ iRn) ∪ L∞(c+ iRn) (1.32)

Òîãäà ôóíêöèÿ f : Rn
+ → R ïðåäñòàâèìà â âèäå f = Rh

qµ, ãäå µ � íåîòðèöà-

òåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, ‖µ‖c <∞, åñëè è òîëüêî åñëè

‖f‖2,c <∞, ‖T hq f‖1,c <∞, T hq f âïîëíå ìîíîòîííà, (1.33)

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ h(t) = max{0, p0 − t} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.31) è

ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Rh
q = Πq(p0, ·), ρhq = ρq, T

h
q = Tq.

Òåîðåìà 1.3 ðåøàåò çàäà÷è 1.1 è 1.3 ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ q

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (1.8) è (1.10). Òåîðåìà 1.3 äîêàçûâàåòñÿ â �1.5.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà q = qα, ãäå qα îïðåäåëåíî â ôîðìóëå

(1.9). Íàïîìíèì, ÷òî â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà ýòî ñîîòâåò-

ñòâóåò ïðåäïîëîæåíèþ î ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñè çàìåùåíèÿ ðåñóðñîâ íà ìèê-

ðîóðîâíå. Ìû ïðèâåä¼ì òåîðåìó õàðàêòåðèçàöèè äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðà Πq, òàê

êàê èìåííî ýòîò ñëó÷àé èìååò íàèáîëüøåå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü íåîòðèöàòåëüíûå áîðåëåâñêèå ìåðû µ, äëÿ êîòîðûõ∫
Rn+
e−pxµ(dx) <∞ ïðè âñåõ p ∈ Rn

+. (1.34)

Òåîðåìà 1.4. Ïóñòü q = qα, α ∈ (−∞, 1] \ 0, ãäå ôóíêöèÿ qα îïðåäåëåíà â

ôîðìóëå (1.9). Ôóíêöèÿ Π(p0, p) : R1
+×Rn

+ → R1
+ ïðåäñòàâèìà â âèäå Π = Πqµ,

ãäå µ � íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà Rn
+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1.34) è

òàêàÿ, ÷òî µ({0}) = 0, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(1) Π(p0, p) âûïóêëà.
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(2) Π(λp0, λp) = λΠ(p0, p) ïðè λ > 0, p0 > 0, p ∈ Rn
+.

(3) Π(+0, p) = ∂Π
∂p0

(+0, p) = 0, p ∈ Rn
+.

(4) Ôóíêöèÿ

Fα(p) =

∫
[0,∞)

exp(−tα)d ∂Π
∂p0

(t, p
1
α ), p

1
α = (p

1
α
1 , . . . , p

1
α
n ), (1.35)

âïîëíå ìîíîòîííà.

Òåîðåìà 1.4 ðåøàåò çàäà÷ó õàðàêòåðèçàöèè 1.1 äëÿ îïåðàòîðà Πq ïðè ïðåä-

ïîëîæåíèè, ÷òî q = qα. Ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 1.4 â �1.5.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî íàøåãî ïîäõîäà ê çàäà÷å õàðàê-

òåðèçàöèè îïåðàòîðîâ Rh
q (â ÷àñòíîñòè, îïåðàòîðà Πq). Íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-

í¼ííûì â ëèòåðàòóðå ïîäõîäîì ê õàðàêòåðèçàöèè îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàäîíà ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä òåîðèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ýòîì ïîä-

õîäå îáðàç îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ÿäðîì íåêî-

òîðîãî îïåðàòîðà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòîò ñïîñîá âîñõîäèò ê ðàáîòå [32]

(â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ïî ïðÿìûì â R4) è ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð, â

ñòàòüÿõ [16] (â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà íà îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâàõ) è

[48, 34] (â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà íî k-ïëîñêîñòÿì â ïðîåêòèâíîì ïðî-

ñòðàíñòâå). Ýòîò ïîäõîä òàêæå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè èíòåãðàëüíûõ

îïåðàòîðîâ òèïà Ðàäîíà (îïåðàòîðîâ âèäà Rh
q èç ôîðìóëû (1.13)). Íàïðèìåð, â

ñòàòüå [12] îáðàç (îäíîìåðíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íåîòðèöàòåëüíûõ ìåð

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-

íûõ íåðàâåíñòâ. Â ðàáîòàõ [14] è [41] ïðèâîäÿòñÿ ìíîãîìåðíûå àíàëîãè ýòîãî

ðåçóëüòàòà. Íàêîíåö, â ñòàòüå [41] çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè ôóíêöèè ïðèáûëè â

ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà ñâîäèòñÿ ê óæå ðåø¼ííîé çàäà÷å õàðàêòåðèçàöèè

(ìíîãîìåðíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Íàø ïîäõîä ê õàðàêòåðèçàöèè îïåðà-

òîðîâ Rh
q àíàëîãè÷åí. Ìû ñâîäèì îïåðàòîðû Rh

q ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ëàïëàñà è

ïðèìåíÿåì òåîðåìó õàðàêòåðèçàöèè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Îòìåòèì, ÷òî äðóãîé øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííûé ñïîñîá îïèñàíèÿ îáðàçà

îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà îñíîâàí íà òàê íàçûâàåìûõ ìîìåíòíûõ

óñëîâèÿõ (òàêæå èçâåñòíûõ êàê óñëîâèÿ Êàâàëüåðè). Ýòîò ïîäõîä âîñõîäèò ê

ðàáîòàì [91] è [38]. Ìû íå áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà ýòîì ïîäõîäå.
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1.3 Ôîðìóëà êîïëîùàäè è ñëåäñòâèÿ èç íå¼

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû äîêàæåì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé,

êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îáðàùåíèÿ è õàðàêòåðèçàöèè

äëÿ îïåðàòîðîâ Rq è Rh
q , âêëþ÷àÿ ñëó÷àé îïåðàòîðà Πq.

Êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà êîïëîùàäè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

îáîáùåíèåì òåîðåìû Ôóáèíè â Rn íà ñëó÷àé êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Èñòî-

ðèÿ ýòîé ôîðìóëû âîñõîäèò ê ðàáîòå [95], ãäå îíà áûëà ïîëó÷åíà â äâóìåðíîì

ñëó÷àå. Â ðàáîòå [28] ýòà òåîðåìà áûëà ïðèâåäåíà â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ëèïøèö-

íåïðåðûâíûõ êîîðäèíàò. Íàì ïîòðåáóåòñÿ ýòà ôîðìóëà â ñëåäóþùåé ôîðìå.

Ëåììà 1.1 (ôîðìóëà êîïëîùàäè). Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8). Ïóñòü f ∈
L1(Rn

+) ∩ C(Rn
+). Òîãäà äëÿ âñåõ p ∈ Rn

+ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
Rn+

f(x) dx =

∞∫
0

t−1(Rqf)(pt ) dt. (1.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì p ∈ Rn
+. Ïîëüçóÿñü ïîëîæèòåëüíîé îäíîðîäíî-

ñòüþ ôóíêöèè qp, ïîëó÷èì â ñèëó òîæäåñòâà Ýéëåðà, ÷òî

qp(x) = x∇qp(x), x ∈ Rn
+.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíîñòü qp, ïîëó÷àåì, ÷òî ∇qp(x) 6= 0 ïðè x ∈
Rn

+. Áîëåå òîãî, èç óñëîâèÿ (1.8) ñëåäóåò, ÷òî ∇qp(λx) = ∇qp(x) ïðè λ > 0 è

x ∈ Rn
+. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ Rn

+ íàéäóòñÿ òàêèå

êîíñòàíòû C1(K) > 0 è C2(K) > 0, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ K ñïðàâåäëèâû îöåíêè

C1(K)|x| ≤ qp(x) ≤ C2(K)|x|. Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå qp|K : K → R ÿâëÿåòñÿ

ëèïøèöåâûì.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó êîïëîùàäè [28, Theorem 3.2.12], ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñÿ-

êîé íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè fK : Rn
+ → R, supp fK ⊂ K, ñïðà-

âåäëèâà ôîðìóëà

∫
Rn+

f(x) dx =

∞∫
0

∫
q−1p (t)

f(x)
dSx
|∇qp(x)|

dt, (1.37)

ãäå dSx � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà q−1
p (t) (òî åñòü, (n − 1)-ìåðíàÿ ìåðà Õàó-

ñäîðôà). Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ìîíîòîííîé ñõîäèìîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìó-
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ëà (1.37) ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé f ∈ C(Rn
+). Íàêî-

íåö, ïðåäñòàâëÿÿ ïðîèçâîëüíóþ f ∈ L1(Rn
+) ∩ C(Rn

+) â âèäå f = f+ − f−, ãäå
f+ = max(f, 0), f− = max(−f, 0) è ïîëüçóÿñü àääèòèâíîñòüþ èíòåãðàëà Ëåáåãà,

ïîëó÷èì, ÷òî ôîðìóëà (1.37) ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ f ∈ L1(Rn
+) ∩C(Rn

+). Íàêî-

íåö, èç ôîðìóëû (1.37), ñ ó÷¼òîì ðàâåíñòâ q−1
p (t) = q−1

p/t(1) è ∇qp(x) = t∇qp/t(x)

è îïðåäåëåíèÿ (1.12), ñëåäóåò ôîðìóëà (1.36).

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé ïðèáûëè Πqµ è

ìåðîé µ ìíîæåñòâ

Lq(p0, p) =
{
x ∈ Rn

+ | qp(x) ≤ p0

}
. (1.38)

Ëåììà 1.2. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8). Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà ñî

çíàêîì òàêàÿ, ÷òî |µ|(Lq(p0, p)) < ∞ ïðè p0 > 0, p ∈ Rn
+. Òîãäà ñïðàâåäëèâà

ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

µ(Lq(p0, p)) = ∂
∂p0

(Πqµ)(p0 + 0, p), p0 > 0, p ∈ Rn
+. (1.39)

Êðîìå òîãî, åñëè µ
(
q−1
p (p0)

)
= 0, òî â ôîðìóëå (1.39) âìåñòî ïðàâîé ïðîèç-

âîäíîé ìîæíî ïèñàòü îáûêíîâåííóþ ïðîèçâîäíóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ > 0. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

(Πqµ)(p0 + ∆, p)− (Πqµ)(p0, p)

=

∫
Lq(p0+∆,p)

(p0 + ∆− qp(x))µ(dx)−
∫

Lq(p0,p)

(p0 − qp(x))µ(dx)

= ∆ · µ(Lq(p0 + ∆, p)) +

∫
Lq(p0+∆,p)\Lq(p0,p)

(p0 − qp(x))µ(dx).

(1.40)

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

Lq(p0 + ∆, p) \ Lq(p0, p) =
{
x ∈ Rn

+ | 0 < qp(x)− p0 ≤ ∆
}
,

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:∣∣∣∣∫
Lq(p0+∆,p)\Lq(p0,p)

(p0 − qp(x))µ(dx)

∣∣∣∣
≤

∫
Lq(p0+∆,p)\Lq(p0,p)

|p0 − qp(x)| |µ|(dx) ≤ ∆ · |µ|
(
Lq(p0 + ∆, p) \ Lq(p0, p)

)
.

(1.41)
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Èç ôîðìóë (1.40) è (1.41), ñ ó÷¼òîì íåïðåðûâíîñòè ìåðû µ, ñëåäóåò ðàâåíñòâî

(Πqµ)(p0 + ∆, p)− (Πqµ)(p0, p) = ∆ · µ(Lq(p0, p)) + o(∆), ∆→ +0. (1.42)

Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (1.39). Åñëè æå µ
(
q−1
p (p0)

)
= 0, òî ôîðìóëà (1.42)

ñïðàâåäëèâà è ïðè ∆→ −0.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî èçó÷åíèå îïåðàòîðà ïðèáûëè Πq èç ôîð-

ìóëû (1.6) ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà Rq èç

ôîðìóëû (1.12), è îáðàòíî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû îñíîâàíî íà ëåììàõ 1.1

è 1.2.

Ëåììà 1.3. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8), à f ∈ C(Rn
+). Êðîìå òîãî, ïóñòü

ëèáî q óäîâëåòâîðÿåò (1.10) è f ∈ L∞(Rn
+), ëèáî f ∈ L1(Rn

+). Òîãäà:

(Rqf)(p) = ∂2

∂p20
(Πqf)(p0, p)

∣∣
p0=1

, p ∈ Rn
+, (1.43)

(Πqf)(p0, p) =

∫ p0

0

∫ s

0

t−1(Rqf)(pt ) dt ds, p0 > 0, p ∈ Rn
+. (1.44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

∂

∂p0
(Πqf)(p0, p)

(1.39)
==

∫
qp(x)≤p0

f(x) dx
(1.36)
==

p0∫
0

t−1(Rqf)
(
p
t

)
dt. (1.45)

Îòñþäà, äèôôåðåíöèðóÿ ïî p0 è ïîëàãàÿ p0 = 1, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1.43).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

∣∣Πq(p0, p)
∣∣ ≤ p0

∫
qp(x)≤p0

|f(x)| dx, p0 > 0, p ∈ Rn
+.

Ñëåäîâàòåëüíî, Πq(p0, p) → 0 ïðè p0 → +0. Èíòåãðèðóÿ ôîðìóëó (1.45), ïîëó-

÷èì ôîðìóëó (1.44).

Ñëåäóþùàÿ ëåììà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è õàðàêòåðèçà-

öèè äëÿ ôóíêöèè ïðèáûëè Πq â ñëó÷àå, êîãäà q = qα, à qα îïðåäåëÿåòñÿ â

ôîðìóëå (1.9).

Ëåììà 1.4. Ïóñòü q1, q2 óäîâëåòâîðÿþò (1.8). Ïóñòü µ1, µ2 � íåîòðèöà-

òåëüíûå áîðåëåâñêèå ìåðû íà Rn
+, äëÿ êîòîðûõ µ1(Lq1(p0, p)) = µ2(Lq2(p0, p))
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äëÿ âñåõ p ∈ Rn
+, p0 > 0. Ïóñòü h � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ íà R1

+ è∫
Rn+
h(qj(p1x1, . . . , pnxn))µj(dx) <∞, j = 1, 2, äëÿ âñåõ p ∈ Rn

+. Òîãäà äëÿ âñåõ

p ∈ Rn
+ âåðíî ðàâåíñòâî∫

Rn+

h(q1(p1x1, . . . , pnxn))µ1(dx) =

∫
Rn+

h(q2(p1x1, . . . , pnxn))µ2(dx).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ïðè êàæäîì p ∈ Rn
+ îáîáù¼ííûå ôóíêöèè νp,1,

νp,2 ∈ D ′(R1
+) êàê ñëåäóþùèå ïðîèçâîäíûå â ñìûñëå òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé:

νp,j = ∂
∂p0
µj(Lqj(p0, p)), j = 1, 2. (1.46)

Çàìåòèì, ÷òî νp,1 è νp,2 çàäàþò íåîòðèöàòåëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Èç òåîðåìû

[72, Chapitre I, Th�eor�eme V] ñëåäóåò, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ νp,1 è νp,2 ïðåäñòàâèìû

íåîòðèöàòåëüíûìè áîðåëåâñêèìè ìåðàìè νp,1(ds) è νp,2(ds) íà R1
+ òàêèìè, ÷òî

µj(Lqj(p0, p)) =

p0∫
0

νp,j(ds), j = 1, 2, p0 > 0, p ∈ Rn
+. (1.47)

Èç ôîðìóëû (1.47) è èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ìåðû νp,1(ds) è νp,2(ds)

ñîâïàäàþò ïðè âñåõ p ∈ Rn
+. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè

u ∈ D(R1
+) è äëÿ ëþáîãî p ∈ Rn

+, ñ ó÷¼òîì (1.46), ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

∞∫
0

u(s)νp,j(ds) = −
∞∫

0

du(s)

ds

∫
qj,p(x)≤s

µj(dx) ds

= −
∫
Rn+

∞∫
qj,p(x)

du(s)

ds
ds µj(dx) =

∫
Rn+

u(qj,p(x))µj(dx), j = 1, 2,

ãäå qj,p(x) = qj(p1x1, . . . , pnxn).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî ìåð νp,1(ds) è νp,2(ds), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîé

ôóíêöèè u ∈ D(R1
+) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà∫

Rn+

u(q1,p(x))µ1(dx) =

∫
Rn+

u(q2,p(x))µ2(dx), p ∈ Rn
+. (1.48)
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Âûáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé u ∈ D(R1
+), ìîíîòîí-

íî ñõîäÿùèõñÿ ê h, è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ôîðìóëå (1.48), ïîëó÷èì òðåáóåìîå

óòâåðæäåíèå.

1.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1.1 è 1.2

Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà (1.16) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ

ñëó÷àÿ àíàëèçà â ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå Rn
+. Ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà ìîæíî

ñâåñòè ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ. Èñïîëüçóÿ ýòî

ñâåäåíèå, ìû ïåðåïèøåì íåñêîëüêî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå â òåðìèíàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè f ∈
L1(Rn) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

(Ff)(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn
e−iξxf(x) dx, ξ ∈ Rn, (1.49)

(F−1f)(ξ) = (2π)−
n
2

∫
Rn
eiξxf(x) dx, ξ ∈ Rn. (1.50)

Ëåììà 1.5 (òîæäåñòâî Ïàðñåâàëÿ). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(A) Ïóñòü f ∈ L1
c(Rn

+) ∩ L2
c(Rn

+), ãäå c ∈ Rn. Òîãäà

‖Mf‖L2(c+iRn) = ‖f‖2,c. (1.51)

(B) Ïóñòü ϕ ∈ L1(c+ iRn) ∩ L2(c+ iRn), c ∈ Rn. Òîãäà

‖M−1
c ϕ‖2,c = ‖ϕ‖L2(c+iRn). (1.52)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî c ∈ Rn îïðåäåëèì îïåðàòîðû Ec è Tc:

(Ecf)(y) = ecyf(ey), y ∈ Rn, (1.53)

(Tcϕ)(ξ) = ϕ(c+ iξ), ξ ∈ Rn, (1.54)

ãäå ey = (ey1, . . . , eyn), y = (y1, . . . , yn). Èç îïðåäåëåíèé (1.16), (1.17) è (1.49),

(1.50) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

M = T−1
c F−1Ec íà L1

c(Rn
+), (1.55)
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M−1
c = E−1

c FTc íà L1(c+ iRn). (1.56)

Äàëåå, èç ôîðìóë (1.53) è (1.54) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ r ∈ [1,∞]

Ec � èçîìåòðèÿ Lrc(Rn
+) íà Lr(Rn), (1.57)

Tc � èçîìåòðèÿ Lr(c+ iRn) íà Lr(Rn). (1.58)

Èç ôîðìóë (1.55), (1.56), (1.57) è (1.58) è èç èçîìåòðè÷íîñòè îïåðàòîðîâ F è

F−1 íà L2(Rn) ñëåäóþò ôîðìóëû (1.51) è (1.52).

Çàìåòèì, ÷òî èç ôîðìóë (1.51) è (1.52) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû M è M−1
c

ïðîäîëæàþòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî èçîìåòðèé

M : L2
c(Rn

+)→ L2(c+ iRn),

M−1
c : L2(c+ iRn)→ L2

c(Rn
+),

ãäå c ∈ Rn. Ïðè ýòîì îñòàþòñÿ ñïðàâäåëèâûìè ôîðìóëû (1.55) è (1.56), ãäå F
è F−1 îáîçíà÷àþò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà L2(Rn). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî F è F−1

ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè îïåðàòîðàìè íà L2(Rn), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ëåììó. Ïóñòü Id îáîçíà÷àåò òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Ëåììà 1.6. Äëÿ âñåõ c ∈ Rn ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

M−1
c M = Id íà L2

c(Rn
+), (1.59)

MM−1
c = Id íà L2(c+ iRn). (1.60)

Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ïîëó÷èì âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåäñòàâëåíèå

äëÿ èíòåãðàëîâ. Çàìåòèì, ÷òî åñëè q óäîâëåòâîðÿåò (1.8) è (1.10), òî e−q ∈
Lrc(Rn

+) äëÿ âñåõ r ≥ 1 è c ∈ Rn
+.

Ëåììà 1.7. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8) è (1.10). Ïóñòü h ∈ L1
α(R1

+), ãäå

α > 0. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ Rn
+ è z ∈ Cn, Re(z1 + · · ·+ zn) = α, ñïðàâåäëèâî:∫

Rn+
pz−Ih(qp(x)) dp = (2π)

n+1
2 x−z

(Me−q)(z) · (Mh)(z1 + · · ·+ zn)

Γ(z1 + · · ·+ zn)
. (1.61)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà êîïëî-

ùàäè (1.36) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå (1.37).
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:∫
Rn+

pz−Ih(qp(x)) dp
yj=pjxj

===== x−z
∫
Rn+

yz−Ih(q(y)) dy

(1.37)
== x−z

∫ ∞
0

t−1h(t)

∫
q(y/t)=1

yz−I
dSy

|∇q(y/t)|
dt

uj=yj/t
=====

√
2πx−z(Mh)(z1 + · · ·+ zn)

∫
q(u)=1

uz−I
dSu
|∇q(u)|

.

(1.62)

Èç ôîðìóëû (1.62) ïðè h(t) = e−t è x = I ïîëó÷àåì

(2π)
n
2 (Me−q)(z) = Γ(z1 + · · ·+ zn)

∫
q(u)=1

uz−I
dSu
|∇q(u)|

. (1.63)

Çàìåòèì, ÷òî Γ(s) 6= 0 ïðè Re s > 0. Èç ôîðìóë (1.62) è (1.63) ñëåäóåò ôîðìóëà

(1.61).

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 1.1 è 1.2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ôîðìóëà (1.21). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷-

êà ðàâåíñòâ:∫
Rn+

f(x)

∫
Rn+

pz−I exp(−qp(x)) dp dx =

∫
Rn+

x−zf(x)

∫
Rn+

yz−Ie−q(y) dy dx

= (2π)n(Mf)(I − z) (Me−q)(z),

(1.64)

ãäå Re z = c. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.36), ïîëó÷èì ñëåäóþ-

ùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ ïðè Re z = c:

∫
Rn+

pz−I
∫
Rn+

exp(−qp(x))f(x) dx dp
(1.36)
==

∫
Rn+

pz−I
∞∫

0

t−1e−t(Rqf)(pt ) dt dp

=

∞∫
0

t−1e−t
∫
Rn+

pz−I(Rqf)(pt ) dp dt = (2π)
n
2 Γ(z1 + · · ·+ zn) · (MRqf)(z).

(1.65)

Ïî òåîðåìå Ôóáèíè ëåâûå ÷àñòè ôîðìóë (1.64) è (1.65) ðàâíû. Ïðèðàâíèâàÿ

ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë (1.64) è (1.65), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1.21).
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Ôîðìóëû (1.22) è (1.23). Èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (1.61) ïðè Re z = c ñ âåñîì

f , ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ∫
Rn+

∫
Rn+

pz−Ih(qp(x)) dp f(x)dx

= (2π)
2n+1

2 (Mf)(I − z)
(Me−q)(z) · (Mh)(z1 + · · ·+ zn)

Γ(z1 + · · ·+ zn)
.

(1.66)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðîâ Rh
q è M (ñì. ôîðìóëû (1.13) è

(1.16)), ïðè Re z = c èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî∫
Rn+

pz−I
∫
Rn+

h(qp(x)) f(x) dx dp = (2π)
n
2 (MRh

qf)(z). (1.67)

Ïî òåîðåìå Ôóáèíè ëåâûå ÷àñòè ôîðìóë (1.66) è (1.67) ðàâíû. Ïðèðàâíèâàÿ

ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóë (1.66) è (1.67), ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1.22).

Ôîðìóëà (1.23) ïîëó÷àåòñÿ èç ôîðìóëû (1.22), åñëè ïîëîæèòü h(t) = max{0, p0−
t} è ó÷åñòü, ÷òî

(Mh)(s) =
ps+1

0

s(s+ 1)
, Re s > 0. (1.68)

Îöåíêà (1.18). Ïóñòü r ∈ [1,∞). Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà è ôîðìó-

ëîé (1.12), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó:∣∣(Rqf)(p)
∣∣r ≤ ∣∣(Rqx

c−I)(p)
∣∣r−1

(Rq|f |rx(r−1)(I−c))(p)

= p−c(r−1)
∣∣(Rqx

c−I)(I)
∣∣r−1

(Rq|f |rx(r−1)(I−c))(p)

(1.63)
==
‖e−q‖r−1

1,c

Γ(α)r−1
p−c(r−1)(Rq|f |rx(r−1)(I−c))(p).

(1.69)

Ïîëüçóÿñü ýòîé îöåíêîé, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖Rqf‖rr,c
(1.69)

≤
‖e−q‖r−1

1,c

Γ(α)r−1

∫
Rn+

pc−I(Rq|f |rx(r−1)(I−c))(p) dp

(1.21)
==
‖e−q‖r1,c
Γ(α)r

∫
Rn+

xr(I−c)−I |f(x)|r dx.
(1.70)

Ôîðìóëà (1.18) äîêàçàíà ïðè r ∈ [1,∞).
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Ñëåäóþùàÿ îöåíêà äîêàçûâàåò (1.18) ïðè r =∞:

|pc(Rqf)(p)| ≤ ‖f‖∞,I−c
∣∣p−c(Rqx

c−I)(p)
∣∣

= ‖f‖∞,I−c
∣∣(Rqx

c−I)(I)
∣∣ (1.63)== Γ(α)−1‖e−q‖1,c‖f‖∞,I−c.

(1.71)

Îöåíêè (1.19) è (1.20). Ïóñòü r ∈ [1,∞). Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé êîïëîùàäè

(1.36), îöåíêîé (1.69) è íåðàâåíñòâîì Éåíñåíà, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

∣∣(Rh
qf)(p)

∣∣r (1.36)
==

∣∣∣∣∫ ∞
0

(Rqf)
(
p
t

)
t−1h(t) dt

∣∣∣∣r
≤ ‖h‖r−1

1,α

∫ ∞
0

∣∣(Rqf)(pt )
∣∣rtα(1−r)−1|h(t)| dt

(1.69)

≤ ‖h‖r−1
1,α

‖e−q‖r−1
1,c

Γ(α)r−1
p−c(r−1)

∫
Rn+

t−1
(
Rq|f |rx(r−1)(I−c))(pt )|h(t)| dt

(1.36)
== ‖h‖r−1

1,α

‖e−q‖r−1
1,c

Γ(α)r−1
p−c(r−1)

(
R|h|q |f |rx(r−1)(I−c))(p).

(1.72)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà, äîêàçûâàþùàÿ (1.19) ïðè r ∈
[1,∞):

‖Rh
qf‖rr,c

(1.72)

≤ ‖h‖r−1
1,α

‖e−q‖r−1
1,c

Γ(α)r−1

∫
Rn+

pc−I
(
R|h|q |f |rx(r−1)(I−c))(p) dp

(1.61)
== ‖h‖r1,α

‖e−q‖r1,c
Γ(α)r

∫
Rn+

xr(I−c)−I |f(x)|r dx.

Îöåíêà (1.19) ïðè r =∞ ñëåäóåò èç îöåíêè

∣∣pc(Rh
qf)(p)

∣∣ ≤ ∫ ∞
0

∣∣(p
t

)c
(Rqf)

(
p
t

)∣∣tα−1|h(t)| dt

≤ ‖Rqf‖∞,c‖h‖1,α

(1.71)

≤ Γ(α)−1‖e−q‖1,c‖h‖1,α‖f‖∞,I−c.

Îöåíêà (1.20) ïîëó÷àåòñÿ èç îöåíêè (1.19), åñëè ïîëîæèòü h(t) = max{0, p0−
t} è ó÷åñòü ôîðìóëó (1.68).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2. Ôîðìóëû (1.26) è (1.27) äîêàçûâàþòñÿ ïîëíî-

ñòüþ àíàëîãè÷íî ôîðìóëàì (1.22) è (1.23).

Îöåíêè (1.24) è (1.25). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà, ïîëó÷èì ñëåäóþ-
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ùóþ îöåíêó:

|(Rh
qµ)(p)|r ≤ ‖µ‖r−1

c

∫
Rn+

∣∣h(qp(x))
∣∣rx(r−1)c|µ|(dx)

= ‖µ‖r−1
c

(
R|h|

r

q (x(r−1)c|µ|)
)
(p).

(1.73)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

‖Rh
qµ‖rr,c

(1.73)

≤ ‖µ‖r−1
c

∫
Rn+

prc−I |(R|h|rq x(r−1)c|µ|)(p)| dp

(1.61)
== ‖µ‖rc(2π)

n
2 (Me−q)(rc)

‖h‖rr,α
Γ(αr)

.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà (1.24). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè h ≥ 0, µ ≥ 0, r = 1

íåðàâåíñòâî â ôîðìóëå (1.73) ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì.

Îöåíêà (1.25) ñëåäóåò èç îöåíêè (1.24), åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðè h(t) = max{0, p0−
t} ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

‖h‖rr,α =

∫ p0

0

(p0 − t)rtrα−1 dt = p
(α+1)r
0

Γ(αr)Γ(r + 1)

Γ((α + 1)r + 1)
.

1.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1.3 è 1.4

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3 íàì ïîòðåáóåòñÿ äîêàçàòü îäíî âñïîìîãàòåëü-

íîå óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü ôóíêöèè q1, q2 óäîâëåòâîðÿþò (1.8), (1.10) è (Me−q2)(z) 6= 0 ï.â. ïðè

Re z = c, ãäå c ∈ Rn
+. Ïóñòü ôóíêöèè h1, h2 ∈ L2

α(R1
+) è (Mh2)(s) 6= 0 ï.â. ïðè

Re s = c1 + · · ·+ cn. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

σh1,h2q1,q2
(z) =

(Me−q1)(z) · (Mh1)(z1 + · · ·+ zn)

(Me−q2)(z) · (Mh2)(z1 + · · ·+ zn)
, Re z = c.

Ëåììà 1.8. Ïóñòü q1, q2 óäîâëåòâîðÿþò (1.8), (1.10). Ïóñòü h1, h2 ∈ L2
α(R1

+)

ïðè α = c1 + · · · + cn, ãäå c ∈ Rn
+, è ïóñòü ‖µ‖c < ∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(Me−q2)(z) 6= 0 ï.â. ïðè Re z = c, à (Mh2)(s) 6= 0 ï.â. ïðè Re s = α. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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(A) Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

Rh1
q1
µ = M−1

c

(
σh1,h2q1,q2

MRh2
q2
µ
)
. (1.74)

(B) Ïóñòü σh1,h2q1,q2
∈ L2(c + iRn) èëè σh1,h2q1,q2

∈ L∞(c + iRn). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(Me−q1)(z) 6= 0 ï.â. ïðè Re z = c, (Mh1)(s) 6= 0 ï.â. ïðè Re s = α. Ïóñòü

òàêæå ‖f‖2,c <∞ è Rh1
q1
µ = M−1

c

(
σh1,h2q1,q2

Mf
)
. Òîãäà f = Rh2

q2
µ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (A). Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.2. Èç ðà-

âåíñòâà (1.26), çàïèñàííîãî äëÿ Rh1
q1
µ è äëÿ Rh2

q2
µ, ñëåäóåò ôîðìóëà

(MRh1
q1
µ)(z) = σh1,h2q1,q2

(z)(MRh2
q2
µ)(z) äëÿ ï.â. z ∈ c+ iRn. (1.75)

Èç òåîðåìû 1.2 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî Rh1
q1
µ ∈ L2

c(Rn
+). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ê

ðàâåíñòâó (1.75) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÌåëëèíàM−1
c è ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé

(1.59), ïîëó÷èì ôîðìóëó (1.74).

Óòâåðæäåíèå (B). Ïóñòü f ∈ L2
c(Rn

+) è Rh1
q1
µ = M−1

c

(
σh1,h2q1,q2

MRh2
q2
f
)
. Èç

ôîðìóëû (1.74) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

M−1
c

(
σh1,h2q1,q2

Mf
)

= M−1
c

(
σh1,h2q1,q2

MRh2
q2
µ
)
. (1.76)

Èç òåîðåìû 1.2 è ôîðìóëû (1.51) ñëåäóåò, ÷òî Mf , MRh2
q2
µ ∈ L2(c+ iRn). Ó÷è-

òûâàÿ, ÷òî σh1,h2q1,q2
∈ L2(c+iRn) èëè σh1,h2q1,q2

∈ L∞(c+iRn), ïîëó÷àåì, ÷òî σh1,h2q1,q2
Mf ,

σh1,h2q1,q2
MRh2

q2
µ ∈ L2(c+ iRn). Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (1.52) è (1.76), ïîëó÷à-

åì, ÷òî Mf = MRh2
q2
µ. Èç èíúåêòèâíîñòè M íà L2

c(Rn
+) ñëåäóåò, ÷òî f = Rh2

q2
µ.

Óòâåðæäåíèå (B) äîêàçàíî.

Ïåðåéä¼ì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f = Rh
qµ, ãäå h, q, µ

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 1.3. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 1.2, ìû ïîëó÷àåì,

÷òî ‖f‖2,c <∞.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî ρhq = σhL,hqL,q
, ãäå hL(t) = e−t è qL(x) =

x1 + · · ·+ xn. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî RhL
qL

� ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

(RhL
qL
µ)(p) =

∫
Rn+

e−pxµ(dx). (1.77)



50

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1.8 (A), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî T hq f ≡M−1
c

(
ρhqMf) = RhL

qL
µ. Èç òåî-

ðåìû õàðàêòåðèçàöèè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [14, Theorem 4.2.1] ñëåäóåò,

÷òî T hq f âïîëíå ìîíîòîííà. Íàêîíåö, èç òåîðåìû 1.2, ïðèìåí¼ííîé ê ôóíêöèè

T hq f = RhL
qL
µ, ïîëó÷àåì, ÷òî ‖T hq f‖1,c <∞.

Äîñòàòî÷íîñòü. Òàê êàê ‖f‖2,c < ∞ è ρhq ∈ L2(c + iRn) ∪ L∞(c + iRn), òî

ôóíêöèÿ T hq f êîððåêòíî îïðåäåëåíà êàê ýëåìåíò L2
c(Rn

+). Ïî óñëîâèþ ôóíêöèÿ

T hq f ≡ M−1
c

(
ρhqMf) âïîëíå ìîíîòîííà. Ïî òåîðåìå õàðàêòåðèçàöèè äëÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [14, Theorem 4.2.1] íàéä¼òñÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ

ìåðà µ íà Rn
+ òàêàÿ, ÷òî T hq f = RhL

qL
µ, ãäå îïåðàòîð RhL

qL
îïðåäåë¼í â ôîðìóëå

(1.77).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ‖T hq f‖1,c <∞ è ÷òî h ≥ 0, ìû ïîëó÷àåì èç òåîðåìû 1.2, ÷òî

‖µ‖c <∞. Òåîðåìà 1.3 äîêàçàíà.

Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.4.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.4. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Π = Πqµ, q = qα. Èç

êîíå÷íîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè Π ñëåäóåò, ÷òî µ(Lq(p0, p)) < ∞ ïðè p0 > 0,

p ∈ Rn
+, ãäå ìíîæåñòâî Lq(p0, p) îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (1.38)

Âûïóêëîñòü ôóíêöèè Π ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1.6) ñ ó÷¼òîì âîãíóòîñòè ôóíê-

öèè qp. Ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü ôóíêöèè Π òàêæå ñëåäóåò èç ôîðìóëû

(1.6) ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî qλp(x) = λqp(x) ïðè λ > 0, p ∈ Rn
+, x ∈ Rn

+.

Ñâîéñòâî Π(+0, p) = 0 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ:

0 ≤ Π(p0, p) =

∫
Rn+

max(0, p0 − qp(x))µ(dx) ≤ p0 · µ
(
Lq(p0, p)

)
.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.39), ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ìåðû µ è ñâîéñòâî µ({0}) =

0, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ∂Π
∂p0

(+0, p) = 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ Π âûïóêëà, òî å¼ ïðîèçâîäíàÿ ∂Π
∂p0

(p, p0) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâà-

þùåé ôóíêöèåé p0 ïðè êàæäîì p ∈ Rn
+. Èç ôîðìóëû (1.39) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

∂Π
∂p0

(p, p0) íåïðåðûâíà ñëåâà ïî ïåðåìåííîé p0 íà ìíîæåñòâå [0,+∞) ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì p ∈ Rn
+. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè

u ∈ D(R1
+) îïðåäåë¼í èíòåãðàë Ëåáåãà�Ñòèëòüåñà

∫
[0,∞) u(t)d∂Π

∂t (t, p) è ñïðàâåä-
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ëèâà öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

∫
[0,∞)

u(t)d∂Π
∂t (t, p) = −

∞∫
0

∂Π

∂t
(t, p)u′(t) dt

(1.39)
=== −

∫ ∞
0

u′(t)

∫
qp(x)≤t

µ(dx) dt = −
∫
Rn+

∞∫
qp(x)

u′(t) dt µ(dx)

=

∫
Rn+

u(qp(x))µ(dx).

Èç ýòîé ôîðìóëû, âûáèðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ u ∈ D ′(Rn
+),

ìîíîòîííî ñõîäÿùèõñÿ ê exp(−tα), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∫
[0,∞)

exp(−tα)dt
∂Π
∂p0

(t, p
1
α ) =

∫
Rn+

exp(−p1x
α
1 − · · · − pnxαn)µ(dx), p ∈ Rn

+. (1.78)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Fα(p) âïîëíå ìîíîòîííà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ Π óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì

(1)�(4) èç óñëîâèÿ òåîðåìû 1.4. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áåðíøòåéíà î âïîëíå ìîíî-

òîííûõ ôóíêöèÿõ â ñëó÷àå ôóíêöèè Fα, ïîëó÷àåì, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ íåîòðè-

öàòåëüíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà µ íà Rn
+, óäîâëåòâîðÿþùàÿ (1.34), ÷òî ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (1.78). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà, â ñèëó óñëîâèÿ ∂Π
∂p0

(+0, p) = 0, p ∈ Rn
+, ñëå-

äóåò, ÷òî µ({0}) = 0.

Îïðåäåëèì Π̃ = Πqµ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî Π = Π̃.

Çàìåòèì, ÷òî èç óæå äîêàçàííîé íåîáõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Π̃

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (1.78). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
[0,∞)

exp(−tα)dt
∂Π
∂p0

(t, p
1
α ) =

∫
[0,∞)

exp(−tα)dt
∂Π̃
∂p0

(t, p
1
α ), p ∈ Rn

+.

Ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ îäíîðîäíîñòü ôóíêöèé Π è Π̃ è äåëàÿ â ïîñëåäíåì

ðàâåíñòâå çàìåíó ïåðåìåííûõ t = λ
1
αs

1
α , ãäå λ > 0 � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî,
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ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:∫
[0,∞)

exp(−λs)ds ∂Π
∂p0

(s
1
α , p

1
α ) =

∫
[0,∞)

exp(−λs)ds ∂Π̃
∂p0

(s
1
α , p

1
α ), λ > 0, p ∈ Rn

+.

Èç åäèíñòâåííîñòè àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî

òàêæå âåðíî ïðè λ ∈ C, Reλ > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè ∂Π
∂p0

è ∂Π̃
∂p0

ñîâïàäàþò.

Â ñèëó óñëîâèé Π(+0, p) = 0 è Π̃(+0, p) = 0 äëÿ âñåõ p ∈ Rn
+, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

Π = Π̃. Òåîðåìà 1.4 äîêàçàíà.
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2 Îáðàùåíèå îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàäîíà

2.1 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì ðåøåíèå çàäà÷ îáðàùåíèÿ 1.2 è 1.4 äëÿ îïå-

ðàòîðîâ Rq, Rh
q è Πq. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ïðè îäíîì èç äâóõ

ïðåäïîëîæåíèé íà ôóíêöèþ q. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ëèáî ôóíêöèÿ q óäîâëåòâîðÿåò

(1.8), (1.10), ëèáî q = qα, ãäå qα îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (1.9).

Íàïîìíèì, ÷òî â ãëàâå 1 íàìè áûëè ïîëó÷åíû òåîðåìû 1.1 è 1.2, êîòîðûå

ñâîäÿò çàäà÷ó îáðàùåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ Rq, Rh
q è Πq ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà (1.16). Ýòè òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè êëàññè÷åñêîé

ïðîåêöèîííîé òåîðåìû, ñâîäÿùåé çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ê

çàäà÷å îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Èç ýòèõ òåîðåì âûòåêàþò ñëåäóþùèå

ôîðìóëû îáðàùåíèÿ.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ïðîñòðàíñòâî:

CN,σ
c (Rn

+) =
{
f ∈ CN(Rn

+) | ‖f‖N,σ,c <∞
}
, (2.1)

ãäå N ∈ N ∪ 0, σ > 0, c ∈ Rn è

‖f‖N,σ,c = max
|α|≤N

sup
y∈Rn

(1 + |y|n)
σ
n

∣∣∣∣∂|α|u(y)

∂yα

∣∣∣∣, u(y) = ecyf(ey). (2.2)

Çàìåòèì, ÷òî CN,σ
c (Rn

+) ⊂ L1
c(Rn

+) ïðè N ≥ 0, σ > n, c ∈ Rn.

Ïóñòü BR = {x ∈ Rn | |x| ≤ R
}
, à Ωn−1 = 2πn/2Γ(n/2)−1 îáîçíà÷àåò ïëîùàäü

åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8) è (1.10), c ∈ Rn
+, α = c1 + · · ·+ cn.

Ïóñòü h ∈ L1
α(R1

+), (Mh)(s) 6= 0 ï.â. ïðè Re s = α, (Me−q)(z) 6= 0 ï.â. ïðè

Re z = c. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ CN,σ
I−c (Rn

+), ãäå N ≥ n+ 1 è σ > n ≥ 2. Òîãäà

ôóíêöèÿ f ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôóíêöèÿì Rqf , R
h
qf , Πqf ïîñðåäñòâîì

ñëåäóþùèõ ôîðìóë:

f(x) = f jappr(x,R) + f jerr(x,R), x ∈ Rn
+, R > 0, j = 1, 2, 3, (2.3)
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f 1
appr(x,R) = (2πi)−n

∫
c+iBR

xz−I
(MRqf)(z)

(Me−q)(z)
Γ(s) dz,

f 2
appr(x,R) = (2π)−n−

1
2 i−n

∫
c+iBR

xz−I
(MRh

qf)(z) Γ(s)

(Me−q)(z) (Mh)(s)
dz,

f 3
appr(x,R) = (2πi)−n

∫
c+iBR

xz−I
(MΠqf)(z)

(Me−q)(z)
Γ(s+ 2) dz,

(2.4)

|f jerr(x,R)| ≤ (Ωn−1)2nN

(2π)n(σ − n)(N − n)
‖f‖N,σ,I−c

xc−I

RN−n , j = 1, 2, 3, (2.5)

ãäå s = z1 + · · ·+ zn.

Ìû äîêàçûâàåì òåîðåìó 2.1 â �2.2.

Òåïåðü ìû ïåðåéä¼ì ê çàäà÷å õàðàêòåðèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé h è q, ïðè

êîòîðûõ îïåðàòîðû Rq, Rh
q è Πq ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Íàõîæäåíèå òàêèõ

óñëîâèé ïîçâîëèò ïîëó÷èòü õàðàêòåðèçàöèþ îòðàñëåé â îáîáù¼ííîé ìîäåëè

Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà (â òåðìèíàõ èõ ïðîèçâîäñòâåííûõ ôóíêöèé íà ìèêðî-

óðîâíå), äëÿ êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèáûëè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå

ìîùíîñòåé ïî òåõíîëîãèÿì.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíúåêòèâíîñòü îïåðàòîðîâ Rq è Πq õà-

ðàêòåðèçóåòñÿ ìàëîñòüþ ìíîæåñòâà íóëåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà ôóíêöèè

e−q. Äëÿ êðàòêîñòè, ìû áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ìíîæåñòâî S â ïëîñêîñòè H ⊂ Cn

ÿâëÿåòñÿ:

1. 1-òîùèì, åñëè S ∩H íèãäå íå ïëîòíî â H,

2. 2-òîùèì, åñëè S ∩H èìååò ìåðó íóëü â H,

3. ∞-òîùèì, åñëè S ∩H = ∅.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8), (1.10) è ïóñòü c ∈ Rn
+, r ∈

{1, 2,∞}. Òîãäà îïåðàòîð Πq èíúåêòèâåí â LrI−c(Rn
+) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà Rq èíúåêòèâåí â L
r
I−c(Rn

+). Ïðè ýòîì Rq èíúåêòèâåí â L
r
I−c(Rn

+) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè (Me−q)(z) ÿâëÿåòñÿ r-òîùèì

â ïëîñêîñòè Re z = c.

Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 2.2 â ñëó÷àå r = ∞ îïåðàòîðû Rq è Πq

ðàññìàòðèâàþòñÿ íà ôóíêöèÿõ, ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà êîòîðûõ â îáùåì ñëó-

÷àå íå îïðåäåëåíî, òàê ÷òî äëÿ îáðàùåíèÿ îïåðàòîðîâ Rq è Πq íå ìîãóò áûòü
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èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (1.21) è (1.23). Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ

îïåðàòîðîâ Rh
q .

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü q óäîâëåòâîðÿåò (1.8), (1.10) è ïóñòü c ∈ Rn
+, α = c1 +

· · · + cn, r ∈ {1, 2,∞}. Ïóñòü h ∈ L1
α(R1

+) (à ïðè r = 2, êðîìå òîãî, h ∈
L2
α(R1

+)). Òîãäà îïåðàòîð Rh
q èíúåêòèâåí â LrI−c(Rn

+) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè (Me−q)(z) ÿâëÿåòñÿ r-òîùèì â ïëîñêîñòè

Re z = c, à ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè (Mh)(s) ÿâëÿåòñÿ r-òîùèì íà ïðÿìîé

Re s = α.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà q = qα, α ∈ [−∞, 1], ãäå qα îïðåäåëåíî â

ôîðìóëå (1.9). Íàïîìíèì, ÷òî â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà òà-

êèå ôóíêöèè q îïèñûâàþò òåõíîëîãèè ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ

ïðîèçâîäñòâåííûõ ôàêòîðîâ, ñì. �1.1. Ìû ïðèâåä¼ì òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè

äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðà Πq, òàê êàê èìåííî ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëü-

øèé èíòåðåñ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè îäíî îáîçíà÷åíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç (x1, . . . , xn) ñòàí-

äàðòíûå êîîðäèíàòû â Rn, à ÷åðåç (y1, . . . , yn−1, h) � êîîðäèíàòû òîé æå òî÷êè

â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, ïåðâûå (n − 1) âåêòîðîâ êîòîðîãî ëåæàò â ïëîñ-

êîñòè x1 + · · · + xn = 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f : Rn
+ → R ïîëîæèì ïî

îïðåäåëåíèþ

fh(y1, . . . , yn) = f(e
x1
a1 , . . . , e

xn
an )e

x1
a1 · · · e

xn
an , (2.6)

ãäå a1, . . . , an îïðåäåëåíû â ôîðìóëå (1.9).

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü q = qα, ãäå qα îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (1.9). Òîãäà:

1. Ïóñòü α ∈ (0, 1]. Òîãäà Πq èíúåêòèâåí â êëàññå áîðåëåâñêèõ ìåð (ñî çíà-

êîì), èíòåãðèðóåìûõ ñ âåñîì ω(x) = exp(−A|x|α), A > 0.

2. Ïóñòü α = 0. Òîãäà ÿäðî îïåðàòîðà Πq íà ïðîñòðàíñòâå L
1(Rn

+)∩C(Rn
+)

ñîñòîèò èç âñåõ f òàêèõ, ÷òî
∫
Rn−1 fh(y)dy = 0 äëÿ âñåõ h ∈ R, ãäå fh

îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (2.6).

3. Ïóñòü α ∈ (−∞, 0). Òîãäà Πq èíúåêòèâåí â L
1
I−c(Rn

+)∩C(Rn
+) äëÿ ëþáîãî

c ∈ Rn
+.

4. Ïóñòü α = −∞. Òîãäà Πq èíúåêòèâåí â L1(Rn
+) ∩ C1(Rn

+).
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Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.4, ïðè ïðåäïîëîæåíèè î ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íî-

ñòè çàìåùåíèÿ ðåñóðñîâ, ôóíêöèÿ ïðèáûëè â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�

Èîõàíñåíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòåé ïî òåõíîëîãèÿì

âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå ñëó÷àÿ q = q0, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîäñòâåííîé

ôóíêöèè Êîááà�Äóãëàñà íà ìèêðîóðîâíå. Òåì íå ìåíåå, â ýòîì èñêëþ÷èòåëüíîì

ñëó÷àå âîçìîæíî ÿâíî îïèñàòü ÿäðî îïåðàòîðà ïðèáûëè. Òåîðåìà 2.4 äîêàçû-

âàåòñÿ â �2.5.

Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåì 2.2 è 2.4, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò,

êàñàþùèéñÿ èíúåêòèâíîñòè îïåðàòîðà Πq â ñëó÷àå âëîæåííûõ CES-ôóíêöèé q.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîä âëîæåííûìè CES-ôóíêöèÿìè ìû ïîíèìàåì ôóíêöèè, ïîëó-

÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòè÷íûõ êîìïîçèöèé âèäà (1.11) èç

CES-ôóíêöèé. Â òåîðèè ïðîèçâîäñòâà òàêèå ôóíêöèè áûëè ïðåäëîæåíû Ê. Ñà-

òî (ñì. [68]) êàê îáîáùåíèå CES-ôóíêöèé, íàñëåäóþùåå îò ïîñëåäíèõ ïðîñòîòó

àíàëèòè÷åñêèõ ìàíèïóëÿöèé è èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ïî ñòàòèñòè÷åñêèì

äàííûì, è ïîçâîëÿþùåå ó÷åñòü ðàçëè÷íóþ ýëàñòè÷íîñòü çàìåùåíèÿ ìåæäó ðàç-

ëè÷íûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè ôàêòîðàìè (â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü

âî âíèìàíèå ýôôåêò êîìïëåìåíòàðíîñòè ¾êàïèòàë�êâàëèôèêàöèÿ¿, ñì. [35]).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ q ïîñòðîåíà èç ôóíêöèé âèäà qα ñ α ∈
(0, 1] (ñì. (1.9)) ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòè÷íûõ êîìïîçèöèé (1.11).

Òîãäà îïåðàòîð Πq èíúåêòèâåí â LrI−c(Rn
+), r ∈ {1, 2,∞}, c ∈ Rn

+.

Ïðåäëîæåíèå 2.1 äîêàçûâàåòñÿ â �2.5.

Òåïåðü ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ôóíêöèè ïðèáûëè Πqµ â áîëåå îáùåì

ñëó÷àå, êîãäà äîïóñêàåòñÿ âàðüèðîâàòü íå òîëüêî ðàñïðåäåëåíèå ìîùíîñòåé ïî

òåõíîëîãèÿì µ, íî è ôóíêöèþ ñåáåñòîèìîñòè q. Åñëè Πqµ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-

åò q è µ, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìèêðîóðîâíåâîå îïèñàíèå îòðàñëè îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåòñÿ ìàêðîóðîâíåâûì îïèñàíèåì. Ïðè ïðåäïîëîæåíèè î ïîñòîÿííîé

ýëàñòè÷íîñòè çàìåùåíèÿ ðåñóðñîâ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Îáîçíà÷èì

L1(Rn
+, µ) =

{
f èçìåðèìà,

∫
Rn+
|f(x)|µ(dx) <∞

}
.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü q1 = qα1
, q2 = qα2

, ãäå 0 < α2 < α1 ≤ 1. Ïóñòü µ1, µ2

� íåîòðèöàòåëüíûå êîíå÷íûå áîðåëåâñêèå ìåðû íà Rn
+ òàêèå, ÷òî |x|2α1 ∈

L1(R1
+, µ2) è Πq1µ1 = Πq2µ2. Òîãäà µ1 = µ2 = 0.

Òðåáîâàíèå íà ðîñò ìåð â òåîðåìå 2.5 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, êàê ïîêàçûâà-

åò ñëåäóþùèé ïðèìåð íååäèíñòâåííîñòè, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî îñíîâûâàåòñÿ
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íà òåîðåìå 1.4. Ïóñòü δ îáîçíà÷àåò δ-ôóíêöèþ Äèðàêà, à K1 � ìîäèôèöèðî-

âàííóþ ôóíêöèþ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà:

K1(s) =
1

2

∞∫
0

exp
(
−s

2

(
t+ 1

t

))
dt, Re s > 0. (2.7)

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

Π(p0, p) =

p0∫
0

s∫
0

exp
(
− 1√

t

(√
p1 +

√
p2

))dt
t
ds, p0 > 0, p ∈ R2

+. (2.8)

Òîãäà Π = Πq1µ = Πq1/2ν, ãäå q1 è q1/2 îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (1.9) è

µ(dx1, dx2) =
1

πx1x2

1√
x1 + x2

K1

(√
x1 + x2√
x1x2

)
dx1 dx2, (2.9)

ν(dx1, dx2) = 4
x1

exp
(
− 1
x21

)
δ(x1 − x2) dx1 dx2. (2.10)

Òåîðåìà 2.5 è ïðåäëîæåíèå 2.2 äîêàçûâàþòñÿ â �2.5.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé îòíîñèòåëüíî èñïîëüçóåìûõ â äèññåðòàöèè

ïîäõîäîâ ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ. Ñóùåñòâóþò òðè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ

ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è îáðàùåíèÿ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà.

Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà ñâåäåíèè çàäà÷è îáðàùåíèÿ ê îáðàùåíèþ õîðîøî

èçâåñòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âðîäå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, Àáåëÿ èëè Ìåëëèíà.

Ýòîò ïîäõîä, ïîìèìî ïðî÷åãî, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ.

Îäíàêî ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì, êîãäà îïðåäåëåíèå îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàäîíà çàêëþ÷àåò â ñåáå îïðåäåë¼ííûå ñèììåòðèè. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ïîäõîä

ïîÿâèëñÿ óæå â ïåðâûõ ðàáîòàõ ïî èíòåãðàëüíîé ãåîìåòðèè [32] è [65]. Ìû èñ-

ïîëüçóåì ýòîò ïîäõîä â òåîðåìàõ 1.1, 1.2 è 2.1, ñâîäÿ çàäà÷ó îáðàùåíèÿ äëÿ

îïåðàòîðîâ Rq, Rh
q è Πq ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà.

Âòîðîé øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííûé â ëèòåðàòóðå ïîäõîä ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ

îñíîâàí íà îöåíêå íîñèòåëÿ ôóíêöèè ïî íîñèòåëþ å¼ îáîáù¼ííîãî ïðåîáðàçî-

âàíèÿ Ðàäîíà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Êàøèâàðû (ñì. [49, 43]). Ýòà òåîðåìà ïîç-

âîëÿåò îöåíèâàòü íîñèòåëü ôóíêöèè ïî å¼ àíàëèòè÷åñêîìó âîëíîâîìó ôðîíòó.

Ýòîò ïîäõîä ïðèìåíèì â ñëó÷àå, êîãäà óäà¼òñÿ ïîêàçàòü, ÷òî îáîáù¼ííîå ïðå-

îáðàçîâàíèå Ðàäîíà ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Ôóðüå.

Âïåðâûå ýòîò ìåòîä áûë ïðèìåí¼í â ñòàòüå [15] äëÿ ñëó÷àÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðà-
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äîíà ñ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèì âåñîì. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ àíàëèòè÷íîñòè

ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ïî ìîäóëþ ñãëàæèâàþùåãî

îïåðàòîðà. Â äèññåðòàöèè ýòîò ïîäõîä íå èñïîëüçóåòñÿ.

Òðåòèé øèðîêî ðàñïðîñòðàí¼ííûé ïîäõîä ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ îñíîâàí íà

ñâåäåíèè çàäà÷è îáðàùåíèÿ ê èçó÷åíèþ ïîäõîäÿùåãî òðàíñïîðòíîãî óðàâíåíèÿ

è ýíåðãåòè÷åñêèõ îöåíîê äëÿ íåãî, ïîëó÷àåìûõ ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà Ïåñòîâà

è åãî àíàëîãîâ, ñì., íàïðèìåð, [73, 64]. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå ïðå-

îáðàçîâàíèé Ðàäîíà ïî îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèÿì (áîëåå òî÷íî, ïî ãåîäå-

çè÷åñêèì íåêîòîðîé ìåòðèêè) è áûë âïåðâûå ïðèìåí¼í Ð. Ã. Ìóõîìåòîâûì âî

âòîðîé ïîëîâèíå 1970-õ ãîäîâ. Ýòîò ïîäõîä íàìè òàêæå íå èñïîëüçóåòñÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òåîðåì 2.2 è 2.3 ìû ðåøàåì çàäà÷ó î ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè

êàê ðÿäà (â ïîäõîäÿùåé òîïîëîãèè) èç ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò x = (x1, . . . , xn)

òîëüêî ïîñðåäñòâîì ñâ¼ðòêè âèäà q(p1x1, . . . , pnxn) ãäå âåêòîð p = (p1, . . . , pn) ∈
Rn

+ ìåíÿåòñÿ îò ñëàãàåìîãî ê ñëàãàåìîìó. Äëÿ ýòîãî ìû ïîëüçóåìñÿ ìíîãîìåð-

íûìè òåîðåìàìè òèïà Âèíåðà îá àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ

â âèäå òàêèõ ðÿäîâ, çàäà÷à îáðàùåíèÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû êîïëîùà-

äè (1.36). Ýòîò ïîäõîä ïîõîæ, â íåêîòîðîì ñìûñëå, íà ïîäõîä èç ðàáîòû [30], â

êîòîðîì ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå êîíå÷íûõ ñóìì ôóíêöèé, êàæäàÿ èç

êîòîðûõ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñâîåãî àðãóìåíòà.

2.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1 è èç ñëåäóþùåé ëåììû.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ÌåëëèíàM , îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé (1.16),

ìîæåò áûòü îáðàùåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû (1.59), òî åñòü ïîñðåäñòâîì

êîìïîçèöèè ñ îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ìåëëèíà M−1
c èç ôîðìóëû (1.17).

Îäíàêî, êàê âèäíî èç ôîðìóëû (1.17), ýòî òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ êðàòíîãî íåñîá-

ñòâåííîãî èíòåãðàëà. Ìû äàäèì îöåíêó òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè ïî å¼

ïðåîáðàçîâàíèþ Ìåëëèíà â ñëó÷àå, êîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë çàìåíÿåòñÿ

ïîäõîäÿùèì ñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü f ∈ CN,σ
c (Rn

+), ãäå c ∈ Rn
+, N ≥ n + 1 è σ > n ≥ 2. Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

f(x) = (2π)−
n
2

∫
BR

x−(c+iξ)(Mf)(c+ iξ) dξ + ferr(x), x ∈ Rn
+, (2.11)
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∣∣ferr(x)
∣∣ ≤ (Ωn−1)2nN

(2π)n(σ − n)(N − n)
‖f‖N,σ,c

x−c

RN−n , x ∈ Rn
+, R > 0. (2.12)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1 íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåð-

æäåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ÔóðüåF îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.49).

Îïðåäåëèì ñïåöèàëüíûé êëàññ ôóíêöèé:

CN,σ(Rn) =
{
u ∈ CN(Rn) | ‖u‖N,σ <∞

}
, N ∈ N ∪ 0, σ > 0,

‖u‖N,σ = max
|α|≤N

sup
y∈Rn

(1 + |y|n)
σ
n

∣∣∣∣∂|α|u(y)

∂yα

∣∣∣∣. (2.13)

Ëåììà 2.2. Ïóñòü u ∈ CN,σ(Rn), ãäå σ > n ≥ 2. Òîãäà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå Fu ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Fu(ξ)| ≤ (2π)−
n
2
Ωn−1nN

σ − n
‖u‖N,σ|ξ|−N , ξ ∈ Rn \ 0, (2.14)

ãäå Ωn−1 îáîçíà÷àåò ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ u ∈ CN,σ(Rn) ñëåäóåò, ÷òî âñå ÷àñò-

íûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u äî ïîðÿäêà N âëþ÷èòåëüíî ïðèíàäëåæàò L1(Rn)

è ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

(2π)−
n
2

∫
Rn

e−iξx
∂|α|u(x)

∂xα
dx = (iξ1)

α1 · · · (iξn)αn(Fu)(ξ),

ãäå ξ ∈ Rn, α ∈ Zn+. Áåðÿ ìîäóëü îò ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé, äîìíîæàÿ íà ïîëè-
íîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû è ñóììèðóÿ ïî âñåì α ∈ Zn+, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∑
|α|=N

(
N

α

)∣∣∣∣(2π)−
n
2

∫
Rn

e−iξx
∂|α|u(x)

∂xα
dx

∣∣∣∣ = (|ξ1|+ · · ·+ |ξn|)N |Fu(ξ)|, (2.15)

ãäå ξ ∈ Rn. Òåïåðü ó÷ò¼ì, ÷òî èç óñëîâèÿ u ∈ CN,σ(Rn) âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ

îöåíêà ïðè âñåõ α ∈ Zn+, |α| = N :∣∣∣∣∫
Rn

e−iξx
∂|α|u(x)

∂xα
dx

∣∣∣∣ ≤ ‖u‖N,σ ∫
Rn

(1 + |x|n)−
σ
ndx = ‖u‖N,σ

Ωn−1

σ − n
.

Ó÷èòûâàÿ ýòó îöåíêó è îöåíêó |ξ1| + · · · + |ξn| ≥ |ξ|, à òàêæå ïðèíèìàÿ âî
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âíèìàíèå, ÷òî ñóììà âñåõ ïîëèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
(
N
α

)
ïî α ∈ Zn+,

|α| = N , ðàâíà nN , ïîëó÷èì èç (2.15) îöåíêó (2.14).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.1. Ïóñòü f ∈ CN,σ
c (Rn

+), ãäå N , σ è c óäîâëåòâîðÿ-

þò óñëîâèÿì ëåììû 2.1. Îïðåäåëèì u(y) = (Ecf)(y), ãäå îïåðàòîð Ec çàäà¼ò-

ñÿ ôîðìóëîé (1.53). Çàìåòèì, ÷òî f ∈ CN,σ
c (Rn

+) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u ∈ CN,σ(Rn). Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî u ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), òàê ÷òî

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

u(y) = (2π)−
n
2

∫
Rn

e−iξy(F−1u)(ξ) dξ, y ∈ Rn.

Ïðèìåíèì ê ýòîìó ðàâåíñòâó îïåðàòîðE−1
c è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (F−1u)(ξ) =

(Mf)(c+ iξ) (ñì. ôîðìóëó (1.55)). Ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó

f(x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

x−(c+iξ)(Mf)(c+ iξ) dξ, x ∈ Rn
+. (2.16)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:∣∣∣∣ ∫
Rn\BR

x−(c+iξ)(Mf)(c+ iξ) dξ

∣∣∣∣ (1.55)≤ x−c
∫

Rn\BR

|(Fu)(ξ)| dξ

(2.14)

≤ (2π)−
n
2x−c

Ωn−1nN

σ − n
‖u‖N,σ

∫
Rn\BR

|ξ|−N dξ

= (2π)−
n
2x−c

(Ωn−1)2nN

(σ − n)(N − n)
‖f‖N,σ,cRn−N .

(2.17)

Èç ôîðìóë (2.16) è (2.17) ñëåäóþò ôîðìóëû (2.11) è (2.12). Ëåììà 2.1 äîêàçàíà.

2.3 Àíàëîãè òàóáåðîâûõ òåîðåì Âèíåðà

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 2.2 è 2.3 îñíîâàíû íà ìíîãîìåðíûõ òåîðåìàõ Âèíåðà îá

àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé, äëÿ ôîðìóëèðîâêè êîòîðûõ íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè

îäíî îáîçíà÷åíèå. Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f íà Rn îáîçíà÷èì ÷åðåç Sf ëèíåéíóþ
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îáîëî÷êó å¼ àääèòèâíûõ ñäâèãîâ:

Sf = span
{
fa | fa(x) = f(x− a), a ∈ Rn

}
. (2.18)

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (1.49).

Ìíîãîìåðíûå òåîðåìû Âèíåðà îá àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ôîðìóëèðóþòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü f ∈ L2(Rn). Òîãäà Sf âñþäó ïëîòíî â L2(Rn) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà Ff 6= 0 ï.â.

Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü f ∈ L1(Rn). Òîãäà Sf âñþäó ïëîòíî â L1(Rn) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà (Ff)(ξ) 6= 0 äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Rn.

Òåîðåìû 2.6 è 2.7 â ñëó÷àå n = 1 âïåðâûå áûëè ïðåäñòàâëåíû â êíèãå [79].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6, ïðèâîäèìîå â [79], ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé

n ≥ 2. Àíàëîãè÷íî, äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè â òåîðåìå 2.7 ëåãêî ïåðåíî-

ñèòñÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àâòîðó íåèçâåñòíà ññûëêà íà

ðàáîòó, ãäå áûëà áû äîêàçàíà äîñòàòî÷íîñòü â òåîðåìå 2.7 â ñëó÷àå n ≥ 2. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå, äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ïðèâåäåíî íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.7 (äîñòàòî÷íîñòü). Ïóñòü (Ff)(ξ) 6= 0 äëÿ ëþ-

áîãî ξ ∈ Rn. Ìû õîòèì ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ h ∈ L1(Rn) ìîæåò áûòü

àïïðîêñèìèðîâàíà â L1(Rn) ôóíêöèÿìè èç Sf . Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ h ìîæåò

áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà â L1(Rn) ôóíêöèÿìè, ÷üå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò

êîìïàêòíûé íîñèòåëü. Ïîýòîìó, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ôóíêöèÿ Fh èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü.

Èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé

ôóíêöèè K ∈ L∞(Rn) èç ðàâåíñòâà f ∗ K = 0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî h ∗ K = 0,

ãäå ∗ îáîçíà÷àåò ñâ¼ðòêó. Â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò

ôóíêöèÿ g ∈ L1(Rn) òàêàÿ, ÷òî f ∗ g = h.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð, íåîáõî-

äèìûå îïðåäåëåíèÿ ñì., íàïðèìåð, â [47]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L1(Rn,C) ïðîñòðàí-

ñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ çàìûêàíèåì Ω è ñî-

äåðæàùåå suppFh. Çàìåòèì, ÷òî L1(Rn,C) ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé

(ñâ¼ðòî÷íîé) àëãåáðîé. Îïðåäåëèì

I =
{
g ∈ L1(Rn,C) | (Fg)(ξ) = 0, ξ ∈ Ω

}
.
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Çàìåòèì, ÷òî I � çàìêíóòûé èäåàë â L1(Rn,C), è ïîëîæèì A = L1(Rn,C)/I. A

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðîé ñ åäèíèöåé e+I, ãäå e ∈ L1(Rn,C),

Fe ≡ 1 íà Ω, à e+ I îáîçíà÷àåò êëàññ ñìåæíîñòè e â A.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íåíóëåâîé ìóëüòèïëèêàòèâíûé ëèíåéíûé ôóíê-

öèîíàë íà A èìååò âèä ϕξ : a + I 7→ a(ξ), ãäå ξ ∈ Ω, a ∈ L1(Rn,C). Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó Ãåëüôàíäà�Ìàçóðà ([47, Theorem 1.2.9]) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ϕξ(f + I) 6= 0

äëÿ ëþáîãî ξ ∈ Ω, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíò f + I îáðàòèì â A. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g0 ∈ L1(Rn,C) òàêàÿ, ÷òî Ff ·Fg0 ≡ 1 íà Ω. Ïîëîæèì

g = h ∗ Re g0. Òîãäà f ∗ g = h. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìû ïåðåíåñ¼ì òåîðåìû 2.6 è 2.7 íà ñëó÷àé àíàëèçà â íåîòðèöàòåëüíîì îð-

òàíòå Rn
+, ãäå ðîëü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F èãðàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà

M èç ôîðìóëû (1.16). Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè k íà Rn
+ îáîçíà÷èì ëèíåéíóþ

îáîëî÷êó å¼ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñäâèãîâ ÷åðåç Tk:

Tk = span
{
kp | kp(x) = k(p1x1, . . . , pnxn), p ∈ Rn

+

}
. (2.19)

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûìè àíàëîãàìè òåîðåìû [50, Chapter

II, Theorem 8.1] äëÿ ñëó÷àÿ àíàëèçà â ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå Rn
+.

Ëåììà 2.3. Ïóñòü k ∈ L2
c(Rn

+), ãäå c ∈ Rn
+. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(1) Tk âñþäó ïëîòíî â L
2
c(Rn

+).

(2) (Mk)(z) 6= 0 ï.â. ïðè Re z = c.

(3) Óðàâíåíèå ∫
Rn+
kp(x)f(x) dx = 0, p ∈ Rn

+,

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå f = 0 â L2
I−c(Rn

+).

Äîêàçàòåëüñòâî. (1 ⇐⇒ 2). Ïóñòü îïåðàòîð Ec îïðåäåë¼í ôîðìóëîé (1.53).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

(Eckp)(y) = p−c(Eck)(y + ln p), (2.20)

ãäå kp îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (2.19), p = (p1, . . . , pn) ∈ Rn
+, ln p = (ln p1, . . . , ln pn).
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Èç ôîðìóëû (2.20), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

EcTk = SEck, (2.21)

ãäå ìíîæåñòâà SEck, Tk îïðåäåëåíû â ôîðìóëàõ (2.18) è (2.19) ñîîòâåòñòâåííî.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ec � èçîìåòðèÿ L2
c(Rn

+) íà L2(Rn
+) (ñì. ôîðìóëó (1.57)), ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî Tk âñþäó ïëîòíî â L2
c(Rn

+) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà SEck âñþäó
ïëîòíî â L2(Rn). Íàêîíåö, ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2.6, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî SEck âñþäó
ïëîòíî â L2(Rn) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(F−1Eck)(ξ)
(1.55)
== (Mk)(c− iξ) 6= 0 ï.â. ïðè x ∈ Rn.

(1⇐⇒ 3). Ýòî ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà.

Ëåììà 2.4. Ïóñòü k ∈ L1
c(Rn

+), ãäå c ∈ Rn
+. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:

(1) Tk âñþäó ïëîòíî â L
1
c(Rn

+).

(2) (Mk)(z) 6= 0 ïðè Re z = c.

(3) Óðàâíåíèå ∫
Rn+
kp(x)f(x) dx = 0, p ∈ Rn

+, (2.22)

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå f = 0 â L∞I−c(Rn
+).

Äîêàçàòåëüñòâî. (2 ⇐⇒ 3). Îïðåäåëèì îïåðàòîð Ec ôîðìóëîé (1.53). Ñïðà-

âåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:∫
Rn+
u(x)v(x) dx =

∫
Rn

(Ecu)(y) (EI−cv)(y) dy,

äëÿ âñåõ u ∈ Lrc(Rn
+), v ∈ LpI−c(R

n
+), r, p ∈ [1,∞], 1

r + 1
p = 1.

(2.23)

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (1.57), (2.20), (2.23), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå (2.22)

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå â L∞I−c(Rn
+) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâ-

íåíèå ∫
Rn

(Eck)(y − a) Φ(y) dy = 0, a ∈ Rn, (2.24)

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå Φ ≡ 0 â L∞(Rn). Ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà

ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìíîæåñòâî SEck âñþäó ïëîòíî â L1(Rn). Ïî òåîðåìå
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2.7 ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî

(F−1Eck)(ξ)
(1.55)
== (Mk)(c− iξ) 6= 0 ïðè x ∈ Rn.

(1⇐⇒ 3). Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Õàíà�Áàíàõà.

2.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.2 è 2.3

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.2. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.2, êàñàþ-

ùååñÿ îïåðàòîðà Πq, áóäåò ñëåäîâàòü èç òåîðåìû 2.3 â ñëó÷àå îïåðàòîðà Rh
q ñ

h(t) = max{0, p0 − t}, åñëè ó÷åñòü âûðàæåíèå (1.68) äëÿ Mh.

Ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó 2.2 äëÿ ñëó÷àÿ îïåðàòîðà Rq. Äëÿ

êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

Hn
c =

{
z ∈ Cn : Re z = c

}
, c ∈ Rn.

Äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ϕ íà Hn
c ïîëîæèì

Zc(ϕ) =
{
z ∈ Hn

c : ϕ(z) = 0
}
.

Ñëó÷àé r = 1. ( =⇒ ). Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî íàéä¼òñÿ òàêîå

îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Hn
c , U 6= ∅, ÷òî (Me−q)(z) = 0 äëÿ

âñåõ z ∈ U .
Ïóñòü χ ∈ C∞(Hn

I−c) � îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî χ(I − z) = 0

ïðè z 6∈ U . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ χ̂ íà Rn
+ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

χ̂ = E−1
(I−c)FT(I−c)χ, (2.25)

ãäå îïåðàòîðû E(I−c) è T(I−c) îïðåäåëÿþòñÿ â ôîðìóëàõ (1.53), (1.54), à F �

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, îïðåäåë¼ííîå â ôîðìóëå (1.49).

Èñïîëüçóÿ, ÷òî FC∞c (Rn) ⊂ L1(Rn) è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (1.57), ìû ïîëó÷à-

åì, ÷òî

χ̂ ∈ L1
I−c(Rn

+) è χ̂ 6≡ 0. (2.26)

Èç ôîðìóë (1.55) è (2.25) ñëåäóåò, ÷òî

(Mχ̂)(I − c) = χ(I − z), z ∈ Hn
c . (2.27)



65

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.21) ñ f = χ̂ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî χ(I − z) = 0 ïðè z 6∈ U ,

à (Me−q)(z) = 0 ïðè z ∈ U , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (MRqχ̂)(z) = 0 ïðè z ∈ Hn
c .

Ñëåäîâàòåëüíî, Rqχ̂ ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíúåêòèâíîñòè Rq â ïðîñòðàíñòâå

L1
I−c(Rn

+).

(⇐=). Ïóñòü ìíîæåñòâî íóëåé ôóíêöèè Me−q íèãäå íå ïëîòíî â ïëîñêîñòè

Hn
c . Ìû ïîêàæåì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî Rq èíúåêòèâåí â L1

I−c(Rn
+). Ïðåäïîëîæèì,

îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L1
I−c(Rn

+) òàêàÿ, ÷òî f 6≡ 0, Rqf ≡
0.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Hn
I−c \ ZI−c(Mf) îòêðûòî â Hn

I−c è íåïóñòî,

Hn
c \ Zc(Me−q) îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî â Hn

c .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Hn
c ,

U 6= ∅, òàêîå ÷òî

(Mf)(I − z) (Me−q)(z) 6= 0, z ∈ U.

Ó÷èòûâàÿ ýòó ôîðìóëó è ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (1.21), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (MRqf)(z) 6=
0 ïðè z ∈ U . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî Rqf ≡ 0.

Ñëó÷àé r = 2. ( =⇒ ). Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò îãðà-

íè÷åííîå ìíîæåñòâî U ⊂ Hn
c ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ëåáåãà (â Hn

c ) òàêîå, ÷òî

(Me−q)(z) = 0 ïðè z ∈ U . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ χ íà Hn
I−c ôîðìóëîé

χ(I − z) =

1, z ∈ U,
0, z 6∈ U.

Çàòåì îïðåäåëèì ôóíêöèþ χ̂ íà Rn
+ ôîðìóëîé (2.25). Èç ôîðìóë (1.57), (2.25)

è èç âëîæåíèÿ FL2(Rn) ⊂ L2(Rn) ñëåäóåò, ÷òî

χ̂ ∈ L2
I−c(Rn

+) è χ̂ 6≡ 0.

Èç ôîðìóë (1.55), (2.25) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.27).

Ècïîëüçóÿ ôîðìóëó (1.21) ïðè f = χ̂ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî (Mχ̂)(I−z)·(Me−q)(z) =

0 ïðè z ∈ Hn
c , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (MRqχ̂)(z) = 0 ïðè z ∈ Hn

c . Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî Rqχ̂ ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíúåêòèâíîñòè Rq â ïðîñòðàíñòâå L2
I−c(Rn

+).

(⇐=). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Me−q íå îáíóëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè Hn
c ïî÷òè âñþäó.
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Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ L2
I−c(Rn

+) òàêîâà, ÷òî Rqf ≡ 0.

Çàìåòèì, ÷òî xI−2cf(x) ∈ L2
c(Rn

+). Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.3, ìû íàõîäèì òàêèå

ak ∈ R, pk ∈ Rn
+, ÷òî

xI−2cf(x) =
∑∞

k=1
ak exp

(
−qpk(x)

)
â L2

c(Rn
+).

Èç ýòîé ôîðìóëû è èç ôîðìóëû êîïëîùàäè (1.36) âûòåêàåò ñëåäóþùåå ðàâåí-

ñòâî, äîêàçûâàþùåå, ÷òî f ≡ 0:

‖f‖2
2,I−c =

∫
Rn+
xI−2cf 2(x) dx =

∞∑
k=1

ak

∫ ∞
0

t−1e−t(Rqf)(pkt ) dt = 0.

Ñëó÷àé r = ∞. ( =⇒ ). Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò z0 ∈
Hn
c òàêîé, ÷òî (Me−q)(z0) = 0. Ïîëîæèì χ̂(x) = xz

0−I .

Çàìåòèì, ÷òî χ̂ ∈ L∞I−c(Rn
+) è ÷òî äëÿ êàæäîãî p ∈ Rn

+

(Rqχ̂)(p) = p−z
0

(Rqχ̂)(I)
(1.63)
== p−z

0 (Me−q)(z0)

Γ(z0
1 + · · ·+ z0

n)
= 0,

ãäå z0 = (z0
1, . . . , z

0
n). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èò èíúåêòèâíîñòè Rq íà

L∞I−c(Rn
+).

(⇐=). Ïóñòü f ∈ L∞I−c(Rn
+) è ïóñòü Rqf ≡ 0. Çàìåòèì, ÷òî x2(I−c)e−|x|f(x) ∈

L1
c(Rn

+). Ïîëüçóÿñü ëåììîé 2.4, ìû íàõîäèì òàêèå ak ∈ R, pk ∈ Rn
+, ÷òî

x2(I−c)e−|x|f(x) =
∞∑
k=1

exp
(
−qkp(x)

)
â L1

c(Rn
+).

Îòñþäà è èç ôîðìóëû (1.36) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå∫
Rn+
x2(I−c)e−|x|f 2(x) dx =

∞∑
k=1

ak

∫ ∞
0

t−1e−t(Rqf)(pkt ) dt = 0,

âëåêóùåå f ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.3. Ñëó÷àé r = 1. ( =⇒ ). Ïðåäïîëîæèì, îò ïðî-

òèâíîãî, ÷òî Rh
q èíúåêòèâåí â L1

I−c(Rn
+), íî ëèáî Zc(Me−q) èìååò íåïóñòóþ

âíóòðåííîñòü â Hn
c , ëèáî Zα(Mh) èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü â H1

α. Òîãäà

ñóùåñòâóåò íåïóñòîå îòíîñèòåëüíî îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ⊂ Zc((Me−q)(Mh)′),

ãäå (Mh)′(z) = (Mh)(z1 + · · ·+ zn), z = (z1, . . . , zn).
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ χ ∈ C∞(Hn
I−c) òàêóþ ÷òî χ 6≡ 0, χ(I−z) =

0 ïðè z 6∈ U è îïðåäåëèì χ̂ ∈ L1
I−c(Rn

+) ôîðìóëîé (2.25). Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëü-

ñòâî ñëó÷àÿ r = 1 â òåîðåìå 2.2 (ïðè ýòîì ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.22) âìåñòî

(1.21)), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Rh
q χ̂ ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èíúåêòèâíîñòè Rh

q â

ïðîñòðàíñòâå L1
I−c(Rn

+).

(⇐=).×òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

Rq èíúåêòèâåí â L1
I−c(Rn

+) è Zc(Mh) íèãäå íå ïëîòíî â H1
α, òî R

h
q èíúåêòèâåí

â L1
I−c(Rn

+).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð Rq èíúåêòèâåí â L1
I−c(Rn

+) è ÷òî Zc(Mh) íèãäå

íå ïëîòíî â H1
α. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f ∈ L1

I−c(Rn
+) òàêîâà, ÷òî Rh

qf ≡ 0.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (1.21) è (1.22), ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

(MRh
qf)(z) = (MRqf)(z) (Mh)(s),

ãäå z = (z1, . . . , zn) ∈ Hn
c , s = z1 + · · ·+zn. Îòñþäà è èç ôîðìóëû (1.55) ñëåäóåò,

÷òî MRqf ≡ 0 â H1
c êàê íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îáíóëÿþùàÿñÿ íà îòêðûòîì

âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, Rqf ≡ 0 è f ≡ 0.

Ñëó÷àé r = 2. Èç ëåììû 2.3 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Rh
q èíúåêòèâåí â L

2
I−c(Rn

+)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(M(h ◦ q))(z) 6= 0, (h ◦ q)(x) = h(q(x)), (2.28)

äëÿ ïî÷òè âñåõ z ∈ Hn
c . Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.61) ñ p = I, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(2.28) âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ z ∈ Hn
c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Me−q íå

ðàâíî íóëþ ïî÷òè âñþäó â Hn
c è Mh íå ðàâíî íóëþ ïî÷òè âñþäó â H1

α.

Ñëó÷àé r = 3. Èç ëåììû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî Rh
q èíúåêòèâåí â L∞I−c(Rn

+) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî (2.28) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ z ∈ Hn
c . Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ òîæäåñòâî (1.61), ìîæíî âèäåòü, ÷òî (2.28) âûïîëíåíî äëÿ

âñåõ z ∈ Hn
c òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Me−q íå îáíóëÿåòñÿ â Hn

c è Mh íå

îáíóëÿåòñÿ â H1
α.

2.5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 2.4, 2.5 è ïðåäëîæåíèé 2.1, 2.2

Ìû íà÷í¼ì ýòîò ïàðàãðàô ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.4.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.4. Óòâåðæäåíèå (1). Ïóñòü µ � áîðåëåâñêàÿ ìåðà

(ñî çíàêîì), èíòåãðèðóåìàÿ ñ âåñîì exp(−A|x|α) ïðè íåêîòîðîì A > 0 è ïóñòü
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(Πqµ)(p0, p) = 0, p0 > 0, p ∈ Rn
+, ãäå q = qα, α ∈ (0, 1]. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,

ìû ñ÷èòàåì, ÷òî a1 = · · · = an = 1, òàê êàê îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ýòîìó

çàìåíîé ïåðåìåííûõ.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.39), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî µ(Lq(p0, p)) = 0 ïðè p0 > 0,

p ∈ Rn
+, ãäå ìíîæåñòâî Lq(p0, p) îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (1.38). Ïóñòü µ = µ1−µ2

� ðàçëîæåíèåÆîðäàíà ìåðû µ, òàê ÷òî µ1 è µ2 � íåîòðèöàòåëüíûå áîðåëåâñêèå

ìåðû è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

µ1(Lq1(p0, p)) = µ2(Lq2(p0, p)), p0 > 0, p ∈ Rn
+.

Âûáåðåì h(t) = exp(−C(A)tα), ãäå C(A) > 0 � íåêîòîðàÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øàÿ êîíñòàíòà. Òîãäà
∫
Rn+
h(qp(x))µj(dx) < ∞, j = 1, 2, äëÿ âñåõ p ∈ Rn

+.

Ïîëüçóÿñü ëåììîé 1.4, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî∫
Rn+

exp
(
−C(A)((p1x1)

α + · · ·+ (pnxn)
α)
)
µ(dx) = 0, p ∈ Rn

+.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ yj = xαj è çàìåíó ïàðàìåòðîâ vj = C(A)pαj . Ïðè

ýòîì ìåðà µ ïåðåéä¼ò â ìåðó µ′, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
Rn+

exp(−v1y1 − · · · − vnyn
)
µ′(dy), v ∈ Rn

+.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µ′ = 0 è µ = 0.

Óòâåðæäåíèå (2). Ïóñòü f ∈ L1(Rn
+) ∩ C(Rn

+) è ïóñòü Πqf = 0. Èç ôîðìóë

(1.43) è (1.44) ñëåäóåò, ÷òî Rqf = 0.

Çàìåòèì, ÷òî òîæäåñòâî (Rqf)(p) = 0, p ∈ Rn
+, ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó∫

u
a1
1 ···u

an
n =t

f(u)u1du2 ∧ · · · ∧ dun = 0, t > 0. (2.29)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ xj = u
aj
j , ãäå aj îïðåäåëåíû â (1.9), è ââåä¼ì êîîð-

äèíàòû (y1, . . . , yn−1, h) è ôóíêöèþ fh, êàê â ôîðìóëå (2.6). Ìû ïîëó÷èì, ÷òî

òîæäåñòâî (2.29) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî
∫
Rn−1 fh(y)dy = 0 ïðè âñåõ h ∈ R.

Óòâåðæäåíèå (3). Ïóñòü f ∈ L1
I−c(Rn

+)∩C(Rn
+) è ïóñòü Πqf = 0, ãäå q = qα,

α ∈ (−∞, 0), c ∈ Rn
+ (ïîêîìïîíåíòíî). Ìû òàêæå ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ

îáùíîñòè, ÷òî a1 = · · · = an = 1. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (1.43), ïîëó÷àåì, ÷òî
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Rqf = 0.

Ïîëîæèì g(x) = f(x
1
α
1 , . . . , x

1
α
n ) è çàìåòèì, ÷òî

g ∈ L1
(I−c)/α(Rn

+). (2.30)

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

(Rqf)(p) =

∫
q−1p (1)

f(x)
x1dx2 ∧ · · · ∧ dxn

pα1x
α
1

.

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ yj = (pjxj)
α, ïðèâåä¼ì ýòó ôîðìóëó ê ñëåäóþùåìó

âèäó:

(Rqf)(p) =

∫
y1+···+yn=1

0≤yj≤1

(−1)n−1f

(
y

1
α
1

p1
, . . . ,

y
1
α
n

pn

)(
y1y2 · · · yn

) 1
α−1dy2 ∧ · · · ∧ dyn

αn−1p1 · · · pn
. (2.31)

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (2.30) è (2.31) è âû÷èñëÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà îò òîæ-

äåñòâà

p
− 1
α

1 · · · p
− 1
α

n (Rqf)(p
− 1
α

1 , . . . , p
− 1
α

n ) = 0

ïî ïåðåìåííûì p1, . . . , pn, ïîëó÷èì òîæäåñòâî

(Mg)(z)
Γ( 1

α − z1) · · ·Γ( 1
α − zn)

Γ(nα − z1 − · · · − zn)
= 0, Re z =

I − c
α

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òîMg(z) = 0 ïðè Re z = (I−c)/α. Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (2.30),
ïîëó÷èì, ÷òî g = 0 è f = 0.

Óòâåðæäåíèå (4). Ïóñòü f ∈ L1(Rn
+) ∩ C1(Rn

+) è ïóñòü Πqf = 0, ãäå q =

q−∞. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà a1 = · · · = an = 1, òàê êàê îáùèé

ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê íåìó çàìåíîé ïåðåìåííûõ p. Èç ôîðìóëû (1.43) ñëåäóåò, ÷òî

(Rqf)(p) = 0, p ∈ Rn
+, ãäå

(Rqf)(p) =
n∑
j=1

∞∫
1

· · ·
∞∫

1

f

(
x1

p1
, . . . ,

xj−1

pj−1
,

1

pj
,
xj+1

pj+1
, . . . ,

xn
pn

)
(dx)∧j

p1 · · · pn
, (2.32)

è (dx)∧j = dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ

q íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è ìû íå ìîæåì èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (1.12), ÷òîáû
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îïðåäåëèòü Rqf .

Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (Rqf)(p−1
1 , . . . , p−1

n ) ≡ 0 ïî ïåðåìåííûì p1, . . . ,

pn, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

p1
∂f

∂x1
(p) + · · ·+ pn

∂f

∂xn
(p) = −nf(p), p ∈ Rn

+.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòèê, ìû íàõîäèì, ÷òî â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

(ϑ, r) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà f(ϑ, r) = C(ϑ)r−n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f ∈ L1(Rn
+), ìû

ïîëó÷àåì, ÷òî C = 0 è f = 0. Òåîðåìà 2.4 äîêàçàíà.

Ñëåäóþùåé íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Íàì

ïîòðåáóåòñÿ îäíà âñïîìîãàòåëüíàÿ ëåììà, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ñâîéñòâî

èíúåêòèâíîñòè äëÿ îïåðàòîðà ïðèáûëè Πq �íàñëåäóåòñÿ� ïî îòíîøåíèþ ê ÷à-

ñòè÷íîé êîìïîçèöèè (1.11).

Ëåììà 2.5. Ïóñòü ôóíêöèè q : Rk+1
+ → R1

+, k ≥ 1, φ ∈ Rm
+ → R1

+, m ≥
2, óäîâëåòâîðÿþò (1.8), (1.10). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð Πq èíúåêòè-

âåí â LrI−c′(R
k+1
+ ), à îïåðàòîð Πφ èíúåêòèâåí â LrI−d(Rm

+) ïðè íåêîòîðûõ r ∈
{1, 2,∞}, c′ = (c, d1 + · · · + dm) ∈ Rk

+ × R1
+, d = (d1, . . . , dm) ∈ Rm

+ . Ïîëîæèì

q̃(x, y) = q(x, φ(y)), x ∈ Rk
+, y ∈ Rm

+ . Òîãäà q̃ óäîâëåòâîðÿåò (1.8), (1.10) è

îïåðàòîð Πq̃ èíúåêòèâåí â LrI−c′′(Rk+m), ãäå c′′ = (c, d).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.5. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé êîïëîùàäè (1.36), ìû ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

(2π)
k+m
2 (Me−q̃)(z, w) =

∫
Rk+

∫
Rm+
xz−Iyw−I exp(−q(x, φ(y)) dx dy

=

∫
Rk+

∫ ∞
0

xz−Its−1 exp(−q(x, t)) dx dt
∫
φ−1(1)

yw−I
dSy
|∇φ(y)|

,

ãäå z ∈ Ck, Re z = c, w = (w1, . . . , wm) ∈ Cm, Rew = d. Îòñþäà ñ ó÷¼òîì

ôîðìóëû (1.63) ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà

(Me−q̃)(z, w) = (2π)
1
2
(Me−φ)(w) (Me−q)(z, s)

Γ(s)
, s = w1 + · · ·+ wm. (2.33)

Óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.33) è òåîðåìû 2.2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ïðåäëîæåíèå 2.1 íåïî-

ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïåðâîãî ïóíêòà òåîðåìû 2.4 è ëåììû 2.5.
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Òåïåðü ìû ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.5.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5. Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíèé ìû áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî qj(x) = Cj(x
αj
1 + · · ·+xαjn )1/αj , j = 1, 2. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî

àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (1.39), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

µ1(Lq1(p0, p)) = µ2(Lq2(p0, p)), p0 > 0, p ∈ Rn
+.

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ëåììîé 1.4 ñ h(t) = exp(−tα1), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

ðàâåíñòâó ïðè âñåõ p ∈ Rn
+:∫

Rn+

exp
(
−Cα1

1

(
(p1x1)

α1 + · · ·+ (pnxn)
α1
))
µ1(dx)

=

∫
Rn+

exp
(
−Cα1

2

(
(p1x1)

α2 + · · ·+ (pnxn)
α2
)α1
α2

)
µ2(dx).

Ñäåëàåì â ïåðâîì èíòåãðàëå çàìåíó ïåðåìåííûõ yj = xα1

j , à âî âòîðîì � yj =

xα2

j . Îáîçíà÷èì ïîëó÷àþùèåñÿ ìåðû ÷åðåç µ′1 è µ
′
2, ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî,

ñäåëàåì çàìåíó ïàðàìåòðîâ uj = (C2pj)
α1. Ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî∫

Rn+

exp(−Cuy)µ′1(dy) =

∫
Rn+

exp
(
−(uγy)

1
γ

)
µ′2(dy), u ∈ Rn

+, (2.34)

ãäå C = (C1/C2)
α1, γ = α2/α1, uγ = (uγ1 , . . . , u

γ
n).

Çàìåòèì, ÷òî ëåâûé èíòåãðàë â ôîðìóëå (2.34) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ìîíîòîííîé

ôóíêöèåé u. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâûé èíòåãðàë òàêæå ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ìîíî-

òîííîé ôóíêöèåé. Â ÷àñòíîñòè, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðâîé ïàðå èíäåêñîâ

íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ u ∈ Rn
+:

∫
Rn+

[ n∑
k=1

(
uky

1
γ

k

u1 + · · ·+ un

)γ] 1
γ−2

y1y2

(
(uγy)

1
γ + γ − 1

)
e−(uγy)

1
γ
µ′2(dy) ≥ 0. (2.35)

Ïîëîæèì u1 = · · · = un = t è çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ôîð-

ìóëå (2.35) ìàæîðèðóåòñÿ ñâåðõó âûðàæåíèåì

n2γ−1(y1 + · · ·+ yn)
1
γ

(
t(y1 + · · ·+ yn)

1
γ + |γ|+ 1

)
.
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Òàêæå îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå |x|2α1 ∈ L1(Rn
+, µ2) âëå÷¼ò óñëîâèå (y1+· · ·+yn)2/γ ∈

L1(Rn
+, µ

′
2). Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ïåðåéä¼ì â ôîð-

ìóëå (2.35) ê ïðåäåëó ïðè t→ +0. Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

(γ − 1)n2γ−1

∫
Rn+

y1y2(y1 + · · ·+ yn)
1
γ−2µ′2(dy) ≥ 0.

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî òàê êàê γ < 1, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî µ′2 = 0 è µ2 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, Πq1µ1 = 0. Ïî òåîðåìå 2.4 ïîëó÷èì, ÷òî µ1 = 0. Òåîðåìà 2.5

äîêàçàíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 2.2 íàì ïîòðåáóþòñÿ îäíî âñïîìîãàòåëü-

íîå óòâåðæäåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ìåðû θ íà Rn
+ çàäà-

¼òñÿ ôîðìóëîé

(Lθ)(p) =

∫
Rn+

e−px θ(dx), p ∈ Rn
+.

Äëÿ âñÿêîé íåîòðèöàòåëüíîé áîðåëåâñêîé ìåðû θ íà R2
+ îïðåäåëèì ìåðó

√
θ

ïðàâèëîì
√
θ(A) = θ(

√
A) äëÿ âñÿêîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A, ãäå

√
A =

{
(
√
x1,
√
x2) ∈ R2

+ | (x1, x2) ∈ A
}
.

Ëåììà 2.6. (A) Ïóñòü ìåðà µ îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (2.9). Òîãäà

(Lµ)(p1, p2) =

∞∫
0

exp
(
−t− 1√

t

(√
p1 +

√
p2

))dt
t
, p1, p2 > 0. (2.36)

(B) Ïóñòü ìåðà ν îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (2.10). Òîãäà

(L
√
ν)(p1, p2) =

∫ ∞
0

exp
(
−
√
t− 1√

t

(
p1 + p2

))dt
t
, p1, p2 > 0. (2.37)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.6. Óòâåðæäåíèå (A). Äëÿ âñÿêîãî c > 0 ñïðàâåäëè-

âà ôîðìóëà

2

c
K1(2c) =

∞∫
0

exp

(
−t− c2

t

)
dt

t2
,

ãäå ôóíêöèÿ K1 îïðåäåëåíà â ôîðìóëå (2.7). Ïîëàãàÿ c = 1
2

√
x1+x2√
x1x2

è èñïîëüçóÿ
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ôîðìóëó (2.9), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

µ(dx1, dx2) =
dx1 dx2

4π(x1x2)
3
2

∞∫
0

exp

(
−t− 1

4t

(
1

x1
+

1

x2

))
dt

t2
. (2.38)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

ea(u) =

√
a

2
√
πu

3
2

exp

(
− a

4u

)
, a > 0, u > 0. (2.39)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè ea çàäà¼òñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé (ñì. [89, ñ.

35, ôîðìóëà (28)]):

(Lea)(s) = e−
√
as, s > 0. (2.40)

Èç ôîðìóë (2.38) è (2.39), (2.40) ïðè a = t−1 ñëåäóåò ôîðìóëà (2.36).

Óòâåðæäåíèå (B). Ïóñòü A ⊂ R2
+ � ïðîèçâîëüíîå áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî.

Îáîçíà÷èì

Adiag =
{
u ∈ R1

+ | (u, u) ∈ A
}
.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

√
ν(A) = ν(

√
A)

(2.10)
== 4

∫
(
√
A)diag

exp
(
− 1
v2

) dv
v

v=
√
u

=== 2

∫
Adiag

exp
(
− 1
u

) du
u
.

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

√
ν(dx1, dx2) = 2x−1

1 exp
(
− 1
x1

)
δ(x1 − x2) dx1 dx2.

Ïîëüçóÿñü ýòîé ôîðìóëîé, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ, êîòîðàÿ äî-

êàçûâàåò ôîðìóëó (2.37):

(L
√
ν)(p1, p2) = 2

∞∫
0

e−s(p1+p2)s−1 exp
(
−1
s

)
ds

s−1=
√
t

=====

∞∫
0

exp
(
−
√
t− 1√

t

(
p1 + p2

))dt
t
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 2.2. Ìû ïðèìåíèì òåîðåìó õàðàêòåðèçàöèè 1.4

ê ôóíêöèè Π. Èç îïðåäåëåíèÿ (2.8) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Π óäîâëåòâîðÿåò ñâîé-

ñòâó (3) òåîðåìû 1.4. Ïîâòîðíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ôîðìóëû (2.8) ïî p0 ìû

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∂2Π

∂p2
0

(p0, p) =
1

p0
exp
(
− 1√

p0

(√
p1 +

√
p2

))
, p0 > 0, p ∈ R2

+. (2.41)

Èç ôîðìóëû (2.41) âèäíî, ÷òî ∂2Π/∂p2
0 ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî ñâîéñòâî

(1) òåîðåìû 1.4. Êðîìå òîãî, èç ôîðìóëû (2.41) ñëåäóåò, ÷òî

∂2Π

∂p2
0

(λt, p) = λ−1∂
2Π

∂p2
0

(t, p), λ > 0, t > 0, p ∈ R2
+.

Ñëåäîâàòåëüíî, Π óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (2) òåîðåìû 1.4.

Òåïåðü îòìåòèì, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëû (2.36) è (2.37), ÷òî ñïðàâåäëèâû ðàâåí-

ñòâà F1 = Lµ è F1/2 = L
√
ν, ãäå ôóíêöèè F1 è F1/2 îïðåäåëåíû â ôîðìóëå (1.35).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè F1 è F1/2 âïîëíå ìîíîòîííû. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

Π óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (4) òåîðåìû 1.4 ïðè α = 1 è α = 1/2. Èç òåîðåìû

1.4 ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (1.78) ñëåäóþò ïðåäñòàâëåíèÿ Π = Πq1µ è Π = Πq1/2ν.

Ïðåäëîæåíèå 2.2 äîêàçàíî.
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3 Îáðàòíàÿ çàäà÷à Äèðèõëå�Íåéìàíà è å¼

ïðèëîæåíèÿ â àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè

3.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêà çàäà÷

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû îïðåäåëèì îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà è ñôîðìóëèðóåì

îáðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå�Íåéìàíà. Ìû íå áóäåì ôîðìóëèðîâàòü òðåáîâàíèÿ

ê ðåãóëÿðíîñòè âîçíèêàþùèõ ôóíêöèé è îáëàñòåé â îáùåì ñëó÷àå, òàê êàê ýòè

òðåáîâàíèÿ áóäóò ðàçëè÷íûìè ïðè èçó÷åíèè ðàçëè÷íûõ âîïðîñîâ.

ÏóñòüMn(C) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n×n. Ìû

ðàññìàòðèâàåì îïåðàòîð

LA,V = −∆− 2i
d∑
j=1

Aj(x) ∂
∂xj

+ V (x), (3.1)

∆ =
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

, A = (A1, . . . , Ad),

ãäå x ∈ D, êîýôôèöèåíòû A1, . . . , Ad, V � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå Mn(C)-

çíà÷íûå ôóíêöèè â D, à D ⊂ Rd (d ≥ 2) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé

ãðàíèöåé ∂D.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà LA,V â D:{
LA,Vψ = Eψ â îáëàñòè D, (3.2a)

ψ|∂D = f, (3.2b)

ãäå f � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà ∂D, à E ∈ C � ñïåêòðàëüíûé

ïàðàìåòð. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ îïåðàòîðà LA,V â D,
(3.3)

òàê ÷òî çàäà÷à (3.2a), (3.2b) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ â ïîäõîäÿùåì êëàññå

ôóíêöèé.

Îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà ΛA,V = ΛA,V (E) ñîïîñòàâëÿåò ôóíêöèè f íà

∂D ôóíêöèþ ΛA,V f íà ∂D, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ΛA,V f =
(
∂ψ
∂ν +

∑d

j=1
Ajνjf

)
|∂D, (3.4)
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ãäå ψ � ðåøåíèå çàäà÷è (3.2a), (3.2b), à ν � åäèíè÷íûé âíåøíèé âåêòîð íîðìàëè

ê ∂D.

Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ íàèáîëüøåå âíèìàíèå áóäåò óäåëÿòüñÿ ñëó÷àþ

n = 1. Â ýòîì ñëó÷àå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî

Aj è V ïðèíàäëåæàò L∞(D,C), çàäà÷à Äèðèõëå (3.2a)�(3.2b) ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ ñ f ∈ H1/2(∂D), à ðåøåíèå ψ èùåòñÿ â êëàññå H1(D). Ïðè ýòîì îïåðàòîð

Äèðèõëå�Íåéìàíà ΛA,V îòîáðàæàåò ôóíêöèþ f ∈ H1/2(∂D) â ðàñïðåäåëåíèå

ΛA,V f ∈ H−1/2(∂D), îïðåäÿåìîå ïî ôîðìóëå (3.4), â êîòîðîé ∂ψ
∂ν |∂D ∈ H

−1/2(∂D)

îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

〈
∂ψ
∂ν |∂D, u

〉
=

∫
D

(
∇ψ · ∇ũ− 2iũA · ψ̃ + ũ(V − E)ψ

)
dx, (3.5)

ãäå u ∈ H1/2(∂D), à ũ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êëàññà H1(D), óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ ũ|∂D = u. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ψ óäîâëåòâîðÿåò (3.2a), òî îïðåäåëåíèå (3.5)

íå çàâèñèò îò âûáîðà ïðîäîëæåíèÿ ũ ôóíêöèè u.

Ïóñòü òåïåðü g � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíàÿ GLn(C)-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ â D, òà-

êàÿ ÷òî g(x) = Idn, ãäå GLn(C) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ êîìïëåêñíûõ

ìàòðèö ðàçìåðà n× n, à Idn � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ:

Aj → Ag
j = gAjg

−1 + i
∂g

∂xj
g−1, j = 1, . . . , d, (3.6a)

V → V g = gV g−1 − g∆g−1 − 2i
d∑
j=1

gAj
∂g−1

∂xj
, (3.6b)

è îáîçíà÷èì Ag = (Ag
1, . . . , A

g
d). Ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû

ôîðìóëû

gLA,V g
−1 = −∆− 2i

d∑
j=1

Ag
j(x) ∂

∂xj
+ V g(x),

ΛAg,V g = ΛA,V ,

ãäå g è g−1 ïîíèìàþòñÿ êàê îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíê-

öèþ. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð ΛA,V èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé

(3.6a), (3.6b), êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
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Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Çàäà÷à 3.1. Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð ΛA,V (E) ïðè ôèêñèðîâàííîì E (èëè ïðè

E èç ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà). Íàéòè A è V ïî ìîäóëþ êàëèáðîâî÷íûõ

ïðåîáðàçîâàíèé (3.6a), (3.6b).

Ìû áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó 3.1 îáðàòíîé çàäà÷åé Äèðèõëå�Íåéìàíà. Çàäà-

÷à 3.1 âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãèõ âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ïðè n = 1 óðàâíåíèå (3.2a) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ ãàðìîíè-

÷åñêîãî ïî âðåìåíè (e−iωt) àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè.

Ïðè òàêîì ðàññìîòðåíèè E = 0,

A =
ω

c2
v +

i

2

∇ρ
ρ
, V =

ω2

c2
+ 2iω

aω
c
, (3.7)

ãäå c � ñêîðîñòü çâóêà, ρ � ïëîòíîñòü, v � ñêîðîñòü æèäêîñòè, αω � êîýôôèöè-

åíò ïîãëîùåíèÿ, à ω � ôèêñèðîâàííàÿ ÷àñòîòà. Â ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ

òàêàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ [7, 97, 40, 105, 67, 66]. Çàäà÷à 3.1 â

ýòîé ìîäåëè ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ æèä-

êîñòè c, ρ, v è αω ïî ãðàíè÷íûì èçìåðåíèÿì. Ýòà çàäà÷à èìååò ïðèëîæåíèÿ â

ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå. Ìû ðàññìàòðèâàåì ýòó çàäà÷ó áîëåå ïîäðîáíî â �3.2.

Ïðè n ≥ 2 è d = 2 óðàâíåíèå (3.2a) âîçíèêàåò êàê âîëíîâîå óðàâíåíèå â

ìîäîâîì ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî ïî âðåìåíè (e−iωt) àêóñòè÷åñêîãî

äàâëåíèÿ â äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè â òð¼õìåðíîì öèëèíäðå êîíå÷íîé âûñîòû è

ñ îñíîâàíèåì D. Â ýòîì ñëó÷àÿ çàäà÷à (3.1) èìååò ïðèëîæåíèÿ ê àêóñòè÷åñêîé

òîìîãðàôèè îêåàíà, ñì. [11].

Êðîìå òîãî, ïðè n = 1 óðàâíåíèå (3.2a) âîçíèêàåò êàê óðàâíåíèå Øð¼äèíãå-

ðà ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè E ñ ìàãíèòíûì ïîòåíöèàëîì A è ýëåêòðè÷åñêèì

ïîòåíöèàëîì v, ãäå

v(x) = V (x)−
d∑
j=1

A2
j(x) + i

d∑
j=1

∂Aj(x)

∂xj
. (3.8)

Â ýòîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à 3.1 èìååò ïðèëîæåíèÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ðàññåÿíèÿ,

ñì., íàïðèìåð, [101, 25, 26].

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè n ≥ 2 óðàâíåíèå (3.2a) âîçíèêàåò â ìàòåìàòè÷åñêîé
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ôèçèêå êàê óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè E äëÿ ÷àñòèöû

âî âíåøíåì ïîëå ßíãà�Ìèëëñà, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [70, 71, 78, 27].

Çàäà÷å 3.1, â ñèëó å¼ ïðàêòè÷åñêîé âàæíîñòè, ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò.

Ñëó÷àé A 6≡ 0 ðàññìàòðèâàëñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [55, 63, 22, 51, 45, 52] ïðè

n = 1 è â ðàáîòå [24] ïðè n ≥ 2. Ñëó÷àé d = 2, A ≡ 0, n ≥ 1 áûë ðàññìîòðåí,

â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [60, 61]. Èçó÷åíèå íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ n = 1, A =

0 âîñõîäèò ê ðàáîòå [18], ãäå èçó÷àëàñü çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïðîâîäèìîñòè

ìåòàëëè÷åñêîãî òåëà ïî ýëåêòðè÷åñêèì èçìåðåíèÿì íà åãî ãðàíèöå.

Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3.1 â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ

(íàïðèìåð, ïðè n = 1 è A = 0). Ïåðâûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè çà-

äà÷è 3.1 ê ïîäõîäÿùåé ýêâèâàëåíòíîé ìíîãîìåðíîé îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ

ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè. Ïîñëå ýòîãî îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ðåøàåò-

ñÿ ïîäõîäîì, âîñõîäÿùèì ê ðàáîòàì [108, 101, 98, 57]. Ýòîò ïîäõîä ïîçâîëÿåò,

â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû è èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ A è V . Â äèññåðòàöèè ìû èñïîëüçóåì ýòîò ïîäõîä äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è 3.1.

Âòîðîé îñíîâíîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3.1 âîñõîäèò ê ðàáîòå [76]. Â

ñëó÷àå A = 0, n = 1 îí çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè òîæäåñòâà Àëåññàíäðèíè

(ñì. [9]), êîòîðîå ñâÿçûâàåò ðåøåíèÿ u1 è u2 çàäà÷ −∆u1 + V1(x)u1 = Eu1 è

−∆u2 + V2(x)u2 = Eu2 â D ñ îïåðàòîðàìè Λ0,V1(E) è Λ0,V2(E):∫
∂D

u1|∂D
(
Λ0,V1(E)− Λ0,V2(E)

)
u2|∂D dx =

∫
D

(V1 − V2)u1u2 dx.

Êàê âèäíî èç ýòîãî ðàâåíñòâà, åñëè Λ0,V1(E) = Λ0,V2(E), òî ôóíêöèè u1 è u2

îðòîãîíàëüíû ñ âåñîì V1 − V2. Åñëè V1, V2 ∈ L2(D), òî çàäà÷à (3.1) ñâîäèòñÿ

ê äîêàçàòåëüñòâó òîãî, ÷òî ïðîèçâåäåíèÿ u1u2 ïëîòíû â L2(D). Îäíàêî, ýòîò

ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

ïî îïåðàòîðó Äèðèõëå�Íåéìàíà. Ìû íå èñïîëüçóåì ýòîò ïîäõîä â äèññåðòàöèè.

Äàëåå ìû ñôîðìóëèðóåì ìíîãîìåðíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ, ê êîòî-

ðîé, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ãëàâå 4, ñâîäèòñÿ çàäà÷à 3.1. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáó-

åòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.

Ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå

LA,Vψ ≡ −∆ψ − 2i
d∑
j=1

Aj(x)
∂ψ

∂xj
+ V (x)ψ = Eψ, (3.9)
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ãäå x ∈ Rd, à êîýôôèöèåíòû A1, . . . , Ad, V � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå Mn(C)-

çíà÷íûå ôóíêöèè â Rd, áûñòðî óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Íàñ áóäóò èí-

òåðåñîâàòü ñïåöèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.9). Äëÿ ïðîñòîòû, ðàññìîòðèì

ñíà÷àëà ñëó÷àé n = 1 è E > 0. Ìû ðàññìàòðèâàåì ðåøåíèÿ ψ+(x, k) óðàâ-

íåíèÿ (3.9), ïàðàìåòðèçîâàííûå âåêòîðîì k ∈ Rd, k2 = E, êîòîðûå çàäàþòñÿ

ñëåäóþùåé àñèìïòîòèêîé ïðè ôèêñèðîâàííîì k:

ψ+(x, k) = eikx + C(d)|k|(d−3)/2 ei|k||x|

|x|(d−1)/2
fA,V

(
k, |k|ϑ

)
+O

(
|x|−

d+1
2

)
,

|x| → ∞, C(d) = −πi(
√

2πe−iπ/4)(d−1)/2,

(3.10)

ãäå ôóíêöèÿ fA,V îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî è íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ

äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9) ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè E. Ôóíêöèÿ fA,V îïðåäåëåíà

íà ìíîæåñòâå

ME =
{

(k, l) ∈ Rd × Rd | k2 = l2 = E
}
. (3.11)

Êàê è îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà ΛA,V èç ôîðìóëû (3.4), àìïëèòóäà ðàññåÿ-

íèÿ fA,V èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (3.6a),

(3.6b), ãäå g(x) = eiϕ(x), ϕ(x) = O(|x|−(d+1)/2) ïðè |x| → ∞.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9) â ñëó÷àå n = 1 è E > 0

ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 3.2. Ïóñòü çàäàíà àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ fA,V íà ìíîæåñòâåME äëÿ

óðàâíåíèÿ (3.9) ïðè ôèêñèðîâàííîì E (èëè ïðè E èç ôèêñèðîâàííîãî ìíîæå-

ñòâà). Íàéòè êîýôôèöèåíòû A, V ïî ìîäóëþ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé

(3.6a), (3.6b).

Òåïåðü ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3.9), â êîòîðîì n ≥ 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû

îïðåäåëÿåì ôóíêöèè ψ+ è f = fA,V äðóãèì ñïîñîáîì, êîòîðûé ýêâèâàëåíòåí

óêàçàííîìó âûøå ñïîñîáó ïðè n = 1. Ôóíêöèÿ ψ+ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ψ+(x, k) = eikxIdn +

∫
Rd
G+(x− y, k)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)

)
ψ+(y, k) dy,

(3.12)

G+(x, k) = −(2π)−d
∫
Rd

eiξx dξ

ξ2 − k2 − i0
, (3.13)

ãäå x, k ∈ Rd, k2 = E. Ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (3.12) è åãî ïðîäèôôåðåí-
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öèðîâàííûå ïî xj, j = 1, . . . , d, âåðñèè êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé ψ+, ∂xjψ
+, j = 1, . . . , d.

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ f = fA,V îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôóíêöèè ψ+ ñ ïîìîùüþ

ÿâíîé ôîðìóëû

f(k, l) = (2π)−d
∫
Rd

e−ilx
(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)

)
ψ+(x, k) dx, (3.14)

ãäå (k, l) ∈ME.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3.9) â ñëó÷àå, êîãäà n ≥ 1, E ∈ C \ (0,∞).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû îïðåäåëèì àíàëîãè ψ è h ôóíêöèé ψ+ è f . Ôóíêöèÿ ψ îïðå-

äåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ψ(x, k) = eikxIdn +

∫
Rd
G(x− y, k)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)

)
ψ(y, k) dy,

(3.15)

G(x, k) = eikxg(x, k), g(x, k) = −(2π)−d
∫
Rd

eikx dξ

ξ2 + 2kξ
, (3.16)

ãäå x ∈ Rd, k ∈ Cd \ Rd, k2 = E. Àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (3.12), ìû ðàññìàò-

ðèâàåì (3.15) è åãî ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûå ïî xj, j = 1, . . . , d, âåðñèè êàê

ñèñòåìó ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé ψ, ∂xjψ, j = 1, . . . , d

(èëè, áîëåå òî÷íî, äëÿ ôóíêöèé µ, ∂xjµ, j = 1, . . . , d, ãäå ψ = eikxµ).

Îáîáù¼ííàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ h îïðåäåëÿåòñÿ ïî ψ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé

ôîðìóëû, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå (3.14) äëÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ f :

h(k, l) = (2π)−d
∫
Rd

e−ilx
(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)

)
ψ(x, k) dx, (3.17)

ãäå k, l ∈ Cd \ Rd, Im k = Im l, k2 = l2.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ ψ+(x, k) = ψ(x, k+i0k/|k|),
ãäå k ∈ Rd, k2 = E, è f(k, l) = h(k + i0k/|k|, l + i0l/|l|), ãäå (k, l) ∈ ME.

Îòòàëêèâàÿñü îò ýòèõ ôîðìóë, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü àíàëîãè ψγ è hγ ôóíêöèé

ψ è f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψγ(x, k) = ψ(x, k + i0γ), hγ(k, l) = h(k + i0γ, l + i0γ), (3.18)
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ãäå x ∈ Rd, (k, l) ∈ME, γ ∈ Sd−1 = {u ∈ Rd | |u| = 1}.
Çàìåòèì, ÷òî âïåðâûå ôóíêöèè òèïà ψ, h è ψγ, hγ èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ

[107, 108].

Ôóíêöèÿ f(k, l) ëèáî ôóíêöèè hγ(k, l), ãäå (k, l) ∈ME, γ ∈ Sd−1, ðàññìàòðè-

âàþòñÿ êàê äàííûå ðàññåÿíèÿ SA,V (E) äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9) ïðè ôèêñèðîâàííîé

ýíåðãèè E > 0. Ôóíêöèÿ h(k, l), ãäå k, l ∈ Cd \ Rd, Im k = Im l, k2 = l2 = E,

ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äàííûå ðàññåÿíèÿ SA,V (E) äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9) ïðè ôèê-

ñèðîâàííîé ýíåðãèè E ∈ C \ (0,+∞).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûå ðàññåÿíèÿ SA,V (E) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî

êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (3.6a), (3.6b), ãäå g � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíàÿ

GLn(C)-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, áûñòðî óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Îáðàòíàÿ çà-

äà÷à ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9) â îáùåì ñëó÷àå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Çàäà÷à 3.3. Ïóñòü çàäàíû äàííûå ðàññåÿíèÿ SA,V (E) ïðè ôèêñèðîâàííîì E

(èëè ïðè E èç íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà). Íàéòè A, V ïî ìî-

äóëþ êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (3.6a), (3.6b).

Çàäà÷å 3.3 ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî ðàáîò. Òàê, çàäà÷à 3.3 áåç ïðåäïîëîæåíèÿ

A ≡ 0 èçó÷àëàñü â ñòàòüÿõ [74, 40, 25, 26, 10, 56, 62, 7] è [57, ñ. 457] ïðè n = 1

è â ðàáîòàõ [102, 27, 24, 80] ïðè n ≥ 2. Ñëó÷àé A ≡ 0, n ≥ 1 ðàññìàòðèâàëñÿ,

íàïðèìåð, â ðàáîòå [61]. Êàñàòåëüíî ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñëó÷àÿ n = 1, A ≡ 0, ñì.

[100] è ññûëêè â ýòîé ðàáîòå.

3.2 Ïðèëîæåíèÿ ê àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî

ïî âðåìåíè (e−iωt) àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ψ â äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè ñî ñêî-

ðîñüþ çâóêà c = c(x), ñêîðîñòüþ òå÷åíèÿ v = v(x), ïëîòíîñòüþ ρ = ρ(x) è

êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ çâóêà α = α(x, ω) ïðè ÷àñòîòå ω:

Lωψ = 0, Lω = −∆− 2iAω(x)∇− Uω(x), x ∈ D, (3.19)
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ãäå D ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, çàíèìàåìàÿ æèäêîñòüþ,

Aω(x) =
ωv(x)

c2(x)
+
i

2

∇ρ(x)

ρ(x)
,

Uω(x) =
ω2

c2(x)
+ 2iω

α(x, ω)

c(x)
,

α(x, ω) = ωζ(x)α0(x).

(3.20)

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûòåêàþò ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ:

c ≥ cmin > 0, ρ ≥ ρmin > 0, α0 ≥ 0, v = v, ζ = ζ

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò cmin è ρmin.
(3.21)

Äëÿ ïðîñòîòû ìû òàêæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ω 6∈ σ(Lz), ãäå

σ(Lz) ñîñòîèò èç òåõ z ∈ C, ïðè êîòîðûõ 0 ÿâëÿåòñÿ

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Lz â D.
(3.22)

Ìîäåëüíîå óðàâíåíèå (3.19) â ðàçíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ èçó÷àëîñü, â ÷àñòíî-

ñòè, â ðàáîòàõ [7, 11, 97, 40, 66, 105, 67].

Çàìåòèì, ÷òî Lω = LA,V , ãäå A = Aω, V = −Uω, à îïåðàòîð LA,V îïðåäåë¼í

â ôîðìóëå (3.1). Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå Lω äëÿ îïåðàòîðà LA,V , ÷òîáû

ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû ω. Ìû òàêæå ïîëàãàåì Λω = ΛA,V (0), ãäå

îïåðàòîð ΛA,V (E) îïðåäåë¼í â ôîðìóëå (3.4). Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëåäóþ-

ùàÿ ìîäèôèêàöèÿ çàäà÷è 3.1:

Çàäà÷à 3.4. Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð Λω ïðè îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ÷àñòîòàõ

ω. Íàéòè ïàðàìåòðû æèäêîñòè c, v, ρ è α.

Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå åñòü ïðåïÿòñòâèå äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìî-

ñòè çàäà÷è 3.4, çàêëþ÷àþùååñÿ â èíâàðèàíòíîñòè îïåðàòîðà Λω îòíîñèòåëüíî

ïðåîáðàçîâàíèé (3.6a), (3.6b).

Ìû íà÷í¼ì ðàññìîòðåíèå çàäà÷è 3.4 ñî ñëó÷àÿ, êîãäà çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî

ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïîñòîÿííà (ò.å. ρ = const), à ïîãëîùåíèå îòñóòñòâóåò (ò.å.

α = 0). Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à 3.4 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å 3.1 ñ A = Aω, V = −Uω
ïðè ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòå ω è ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì, ÷òî A = A è

V = V , ãäå ÷åðòà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Ìû ïîêàæåì, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à 3.1 èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ãðàíèöà ∂D äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, à êîýô-

ôèöèåíòû A è V îïåðàòîðà LA,V èç ôîðìóëû (3.1) äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíû, òî

îïåðàòîð ΛA,V èç ôîðìóëû (3.4) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò 1-ôîðìó dA è ôóíêöèþ

q â îáëàñòè D, à òàêæå êàñàòåëüíóþ êîìïîíåíòó ïîëÿ A íà ∂D, ãäå

dA =
∑

1≤k<l≤d

(
∂Al

∂xk
− ∂Ak

∂xl

)
dxk ∧ dxl, (3.23)

q = V + i∇ · A− A · A, (3.24)

è èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå A = (A1, . . . , Ad) (â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå è â ïà-

ðàãðàôàõ 3.3, 3.4 ìû áóäåì ïèñàòü èíäåêñû ó êîìïîíåíò ïîëÿ A ñâåðõó, ÷òîáû

èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷åíèé).

Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [52] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè d ≥ 3 îòîáðàæåíèþ ΛA,V

ñîîòâåòñòâóþò åäèíñòâåííûå dA è q, åñëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî A ∈ L∞(D,Cd)

è V ∈ L∞(D,C). Èç ðåçóëüòàòîâ ñòàòüè [36] ñëåäóåò, ÷òî â ðàçìåðíîñòè d = 2

îïåðàòîð ΛA,V îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò dA è q, åñëè ∂D ∈ C∞ è èçâåñòíî, ÷òî

A ∈ W 2,p(D,Rd) è V ∈ W 1,p(D,C), p > 2.

Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [17] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ∂D ∈ C1 (d ≥ 3) èëè

∂D ∈ C1,α, α ∈ (0, 1) (d = 2) è åñëè A ∈ C(D,Cd), V ∈ L∞(D,C), òî ΛA,V

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò A−ν(A·ν) íà ∂D, ãäå ν îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ âíåøíþþ

íîðìàëü ê ∂D.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè ðåçóëüòàòàìè â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèõ òåîðåì.

Ìû íà÷í¼ì ñî ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ åäèíñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷è 3.1.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü D ⊂ Rd (d ≥ 3) � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ

ëèíåéíî ñâÿçíîé ãðàíèöåé ∂D ∈ C1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A(1), A(2) ∈ W 1,∞(D,Rd)

è V (1), V (2) ∈ L∞(D,R). Ïóñòü 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Äèðè-

õëå äëÿ îïåðàòîðîâ LA(1),V (1) è LA(2),V (2) â D. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èç ðàâåíñòâà

ΛA(1),V (1) = ΛA(2),V (2) ñëåäóåò, ÷òî A(1) = A(2) è V (1) = V (2).

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü D ⊂ R2 � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ ëèíåé-

íî ñâÿçíîé ãðàíèöåé ∂D ∈ C∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A(1), A(2) ∈ W 2,p(D,R2) è

V (1), V (2) ∈ W 1,p(D,R), ãäå p > 2. Ïóñòü 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðîâ LA(1),V (1) è LA(2),V (2) â D. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ èç

ðàâåíñòâà ΛA(1),V (1) = ΛA(2),V (2) ñëåäóåò, ÷òî A(1) = A(2) è V (1) = V (2).

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùèõ ðåçóëüòàòîâ íàì óäîáíî îòäåëüíî âûïèñàòü
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òðåáîâàíèÿ ê êîýôôèöèåíòàì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî:

c ∈ W 1,∞(D,R), ρ ∈ C(D̄) ∪ C2(D), v ∈ W 1,∞(D,Rd),

α0 ∈ C(D̄), ζ ∈ C(D̄), ζ 6= 0, ãäå d ≥ 3,
(3.25)

c ∈ W 2,p(D,R), ρ ∈ W 3,p(D,R), v ∈ W 2,p(D,Rd),

α0 ∈ W 1,p(D,R), ζ ∈ C(D̄), ζ 6= 0, ãäå p > 2, d = 2.
(3.26)

Òåïåðü ìû ïåðåéä¼ì ê óñëîâèÿì åäèíñòâåííîñòè â çàäà÷å 3.4. Íà÷í¼ì ñî ñëó-

÷àÿ íåïîãëîùàþùåé æèäêîñòè ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòè. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåì 3.1 è 3.2.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü D ⊂ Rd (d ≥ 2) � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îá-

ëàñòü ñ ëèíåéíî ñâÿçíîé ãðàíèöåé ∂D, ãäå ∂D ∈ C∞ (d = 2) èëè ∂D ∈ C1

(d ≥ 3). Ïóñòü îïåðàòîðû L
(j)
ω è Λ

(j)
ω ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì c(j),

ρ(j), v(j), α(j), ãäå c(j) è v(j) óäîâëåòâîðÿþò (3.21) è (3.25)�(3.26), à ρj = const >

0 è α(j) = 0, j = 1, 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ω ∈ R \ (σ(L
(1)
ω ) ∪ σ(L

(2)
ω )) çàôèêñè-

ðîâàíî. Òîãäà èç ðàâåíñòâà îïåðàòîðîâ Λ
(1)
ω = Λ

(2)
ω ñëåäóåò, ÷òî c(1) = c(2) è

v(1) = v(2).

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåïîãëîùàþùåé æèäêîñòè ïå-

ðåìåííîé ïëîòíîñòè.

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü D ⊂ Rd (d ≥ 2) � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ

ëèíåéíî ñâÿçíîé ãðàíèöåé ∂D, ãäå ∂D ∈ C∞ (d = 2) èëè ∂D ∈ C1 (d ≥ 3).

Ïóñòü îïåðàòîðû L
(j)
ω è Λ

(j)
ω ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì c(j), ρ(j), v(j),

α(j), ãäå c(j), ρ(j), v(j) óäîâëåòâîðÿþò (3.21) è (3.25)�(3.26), à α(j) = 0, j = 1,

2. Ïóñòü ω1, ω2 ∈ (0,+∞) \ (σ(L
(1)
ω ) ∪ σ(L

(2)
ω )), ω1 6= ω2. Òîãäà èç ðàâåíñòâà

îïåðàòîðîâ Λ
(1)
ω = Λ

(2)
ω ïðè ω ∈ {ω1, ω2} ñëåäóåò, ÷òî c(1) = c(2) è ρ(1) = Cρ(2),

v(1) = v(2), ãäå C = const > 0.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé ïîãëîùàþùèõ æèäêîñòåé ïå-

ðåìåííîé ïëîòíîñòè.

Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü D ⊂ Rd (d ≥ 2) � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñ

ëèíåéíî ñâÿçíîé ãðàíèöåé ∂D, ãäå ∂D ∈ C∞ (d = 2) èëè ∂D ∈ C1 (d ≥ 3).

Ïóñòü îïåðàòîðû L
(j)
ω è Λ

(j)
ω ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì c(j), ρ(j), v(j),

α
(j)
0 è ζ(j), óäîâëåòâîðÿþùèì (3.21) è (3.25)�(3.26), j = 1, 2. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî ω1, ω2, ω3 ∈ (0,+∞) \ (σ(L
(1)
ω )∪σ(L

(2)
ω )) � òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷àñòî-

òû. Òîãäà èç ðàâåíñòâà îïåðàòîðîâ Λ
(1)
ω = Λ

(2)
ω ïðè ω ∈ {ω1, ω2, ω3} ñëåäóåò,
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÷òî c(1) = c(2), ρ(1) = Cρ(2), v(1) = v(2) è α(1) = α(2), ãäå C = const > 0 è

α(j)(x, ω) = ωζ
(j)(x)α

(j)
0 (x).

Íèæå ìû ïðèâåä¼ì ïðèìåð äâóõ íàáîðîâ ïàðàìåòðîâ c(j), v(j), ρ(j), α(j), j = 1,

2, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè âñåõ ω ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Λ
(1)
ω = Λ

(2)
ω .

Â ýòîì ïðèìåðå ïîãëîùåíèå æèäêîñòåé íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Äëÿ ôîðìóëè-

ðîâêè ïðèìåðà íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî

h ∈ C2(D,R), supph ⊂ D è |∇h| < 1 â D, (3.27)

ãäå D ⊂ Rd � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü. Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû c(1), ρ(1), v(1) è

α
(1)
0 ôîðìóëîé

c(1) = const > 0, ρ(1) = const > 0,

v(1) = 0, α
(1)
0 = const > −1

2 min
x∈D

∆h,
(3.28)

à êîýôôèöèåíòû c(2), ρ(2), v(2) è α(2)
0 � ôîðìóëîé

c(2) = c(1)(1− |∇h|2)−1/2, ρ(2) ≡ const > 0,

v(2) = c(1)(1− |∇h|2)−1∇h,

α
(2)
0 = (1− |∇h|2)−1/2(α

(1)
0 + 1

2∆h).

(3.29)

Çàìåòèì, ÷òî íàáîðû êîýôôèöèåíòîâ c(j), v(j), ρ(j), α(j)
0 óäîâëåòâîðÿþò ñâîé-

ñòâàì (3.21) è (3.25)�(3.26) ïðè j = 1, 2.

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü D ⊂ Rd (d ≥ 2) � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé

∂D ∈ C∞. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî h óäîâëåòâîðÿåò (3.27), h 6≡ 0, à ôóíêöèè

c(j), ρ(j), v(j), α(j), j = 1, 2, îïðåäåëåíû â ôîðìóëàõ (3.28) è (3.29). Ïóñòü

îïåðàòîðû L
(j)
ω è Λ

(j)
ω ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì c(j), ρ(j), v(j), α

(j)
0 ñ

ζ(j) = 0. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äëÿ ëþáîãî ω ∈ C \ σ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

îïåðàòîðîâ Λ
(1)
ω = Λ

(2)
ω , ãäå σ = σ(L

(1)
z ) = σ(L

(2)
z ).

3.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.1, 3.2 è 3.5

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.1 è 3.2. Ìû äîêàæåì òåîðåìû 3.1 è 3.2 îäíîâðåìåí-

íî. Ïóñòü îáëàñòüD è êîýôôèöèåíòû A(1), A(2) è V (1), V (2) óäîâëåòâîðÿþò óñëî-

âèÿì òåîðåìû 3.1 (ñîîòâ. òåîðåìû 3.2) è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ΛA(1),V (1) = ΛA(2),V (2).
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Èñïîëüçóÿ [17, Theorem 1.1], ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî(
A(1) − ν(A(1) · ν)

)
|∂D =

(
A(2) − ν(A(2) · ν)

)
|∂D, (3.30)

ãäå ν îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ âíåøíþþ íîðìàëü ê ∂D. Èñïîëüçóÿ [52, Theorem

1.1] (ñîîòâ. [36, Theorem 1.1]), ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

dA(1) = dA(2) â îáëàñòè D, (3.31)

q(1) = q(2) â îáëàñòè D, (3.32)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

dA(j) =
∑

1≤k<l≤d

(
∂A(j),l

∂xk
− ∂A(j),k

∂xl

)
dxk ∧ dxl,

q(j) = V (j) + i∇ · A(j) − A(j) · A(j),

è A(j) = (A(j),1, . . . , A(j),d), j = 1, 2.

Òàê êàê îáëàñòü D îäíîñâÿçíà, òî èç ðàâåíñòâà (3.31) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ W 2,∞(D,R), ÷òî

A(1) − A(2) = ∇ϕ â îáëàñòè D. (3.33)

Èç ôîðìóë (3.30), (3.33) è èç ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∂D ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ

ïîñòîÿííà íà ãðàíèöå ∂D.

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.32) è (3.33), ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

V (1) − V (2) = −i∆ϕ− (∇ϕ)2 + 2A(1)∇ϕ â îáëàñòè D. (3.34)

Áåðÿ ìíèìóþ ÷àñòü îò ýòîãî ðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ∆ϕ = 0 â îá-

ëàñòè D. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, â ñèëó òîãî, ÷òî ϕ = const íà ∂D è ϕ ∈ W 2,∞(D),

ñëåäóåò, ÷òî ϕ = const â çàìêíóòîé îáëàñòè D. Èç ôîðìóë (3.33) è (3.34) âûòå-

êàþò ðàâåíñòâà A(1) = A(2) è V (1) = V (2). Òåîðåìû 3.1 è 3.2 äîêàçàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.5. Ïîëîæèì

µ =
ω

c(1)
h.
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Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

e−iµL(1)
ω eiµ = −∆− 2iA(2)

ω ∇− U (2)
ω , (3.35)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

A(2)
ω =

ω

c(1)
∇h,

U (2)
ω =

ω2

(c(1))2
(1− |∇h|2) +

2iω

c(1)
(α

(1)
0 + 1

2∆h),

à e±iµ îáîçíà÷àþò îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèè e±iµ. Èç ôîðìóëû (3.35)

ñëåäóåò, ÷òî

L(2)
ω = e−iµL(1)

ω eiµ. (3.36)

Êðîìå òîãî, èç ïðåäïîëîæåíèé íàñòîÿùåé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî

e±iµ − 1 èìååò íîñèòåëü â îáëàñòè D. (3.37)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.36) è (3.37), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

σ(L(1)
z ) = σ(L(2)

z ),

Λ(1)
ω = Λ(2)

ω ïðè âñåõ ω ∈ C \ σ,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå σ = σ(L
(1)
z ) = σ(L

(2)
z ). Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû 3.5.

3.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 3.3 è 3.4

Ìû íà÷í¼ì ýòîò ïàðàãðàô ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.3, ïîñëåäîâàòåëüíî ðàñ-

ñìîòðåâ ñëó÷àè d ≥ 3 è d = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3. Ñëó÷àé d ≥ 3. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåä-

ñòàâëåíèå

L(j)
ω =

d∑
k=1

(
1

i

∂

∂xk
+ A(j),k

ω

)2

+ q(j)
ω , (3.38)
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ãäå

A(j)
ω = (A(j),1

ω , . . . , A(j),d
ω ) =

ωv(j)

(c(j))2
+
i

2

∇ρ(j)

ρ(j)
,

q(j)
ω = − ω2

(c(j))2
+ i∇ ·

(
ω

(c(j))2
v(j) +

i

2

∇ρ(j)

ρ(j)

)
− ω2

(c(j))4
(v(j))2

+
1

4
(ρ(j))−2(∇ρ(j))2 − iωv(j)∇ρ(j)

(c(j))2ρ(j)
,

(3.39)

à îïåðàòîð ∇· îáîçíà÷àåò äèâåðãåíöèþ.
Èç [17, Theorem 1.1] ñëåäóåò, ÷òî êàñàòåëüíûå êîìïîíåíòû ïîëåé A(1)

ω è A(2)
ω

íà ãðàíèöå ∂D ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî,

êàñàòåëüíûå êîìïîíåíòû ïîëåé
∇ρ(1)

ρ(1)
è
∇ρ(2)

ρ(2)
íà ∂D ðàâíû, (3.40)

êàñàòåëüíûå êîìïîíåíòû ïîëåé
v(1)

(c(1))2
è

v(2)

(c(2))2
íà ∂D ðàâíû. (3.41)

Èç ôîðìóëû (3.40) è èç ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ∂D ñëåäóåò, ÷òî

ln ρ(2) − ln ρ(1) = lnC íà ∂D,

ρ(2)|∂D = Cρ(1)|∂D, ãäå C = const > 0.
(3.42)

Ïîëüçóÿñü [52, Theorem 1.1] è îäíîñâÿçíîñòüþ D, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

q(2)
ω − q(1)

ω = 0 â îáëàñòè D (3.43)

A(2)
ω − A(1)

ω = ∇ϕω â îáëàñòè D, (3.44)

ãäå ϕω ∈ W 2,∞(D,C) è ω ∈ {ω1, ω2}.
Ðàçäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â ðàâåíñòâå (3.43), ìû ïîëó÷àåì

ôîðìóëó

ω2

[
1

(c(1))2
− 1

(c(2))2
+

(v(1))2

(c(1))4
− (v(2))2

(c(2))4

]
+

[(
∇ρ(2)

2ρ(2)

)2

−
(
∇ρ(1)

2ρ(1)

)2

−∇ ·
(
∇ρ(2)

2ρ(2)

)
+∇ ·

(
∇ρ(1)

2∇ρ(1)

)]
= 0,

(3.45)
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ãäå ω ∈ {ω1, ω2}, è ôîðìóëó

∇ ·
(

v(1)

(c(1))2
− v(2)

(c(2))2

)
− ∇ρ

(1)

ρ(1)

v(1)

(c(1))2
+
∇ρ(2)

ρ(2)

v(2)

(c(2))2
= 0. (3.46)

Èç ôîðìóëû (3.45) è èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ω1, ω2 > 0 è ω1 6= ω2, ñëåäóþò

ðàâåíñòâà(
∇ρ(2)

2ρ(2)

)2

−
(
∇ρ(1)

2ρ(1)

)2

−∇ ·
(
∇ρ(2)

2ρ(2)

)
+∇ ·

(
∇ρ(1)

2ρ(1)

)
= 0, (3.47)

1

(c(1))2
− 1

(c(2))2
+

(v(1))2

(c(1))4
− (v(2))2

(c(2))4
= 0. (3.48)

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

u(j) = 1
2 ln ρ(j), j = 1, 2. (3.49)

Èç ôîðìóë (3.42), (3.47) è (3.49) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè u(1) è u(2) óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåé çàäà÷å:∆u(2) − (∇u(2))2 = ∆u(1) − (∇u(1))2 â D,

u(2) = u(1) + 1
2 lnC íà ∂D.

(3.50)

Èç ýòîé ñèñòåìû, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî u(1), u(2) ∈ C(D) ∩ C2(D), à òàêæå èç [33,

Theorem 10.1] âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

u(2) = u(1) + 1
2 lnC â îáëàñòè D.

Â ñèëó ôîðìóëû (3.49) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρ(2) = Cρ(1) â îáëàñòè D. (3.51)

Òåïåðü âîçüì¼ì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü îò ðàâåíñòâà (3.44) è âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-

ìóëîé (3.41). Ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

v(2)

(c(2))2
− v(1)

(c(1))2
= ∇βω â îáëàñòè D, (3.52)
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â êîòîðîì

βω = const íà ∂D, (3.53)

ãäå ôóíêöèÿ βω îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

βω = Reϕω. (3.54)

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (3.51), ìû ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ

a :=
∇ρ(1)

ρ(1)
=
∇ρ(2)

ρ(2)
. (3.55)

Èç ôîðìóë (3.46), (3.52), (3.53), (3.54) è (3.55) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ βω óäîâëå-

òâîðÿåò çàäà÷å −∆βω + a∇βω = 0 â îáëàñòè D,

βω = const íà ∂D.
(3.56)

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ [33, Theorem 8.1], ìû ïîëó÷àåì, ÷òî βω = const â îáëàñòè D.

Ïîýòîìó, ñ ó÷¼òîì ôîðìóëû (3.52), ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

v(1)

(c(1))2
=

v(2)

(c(2))2
â îáëàñòè D. (3.57)

Íàêîíåö, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.48) è (3.57), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

c(2) = c(1) è v(2) = v(1) â îáëàñòè D. (3.58)

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3 â ñëó÷àå d ≥ 3.

Ñëó÷àé d = 2. Äåéñòâóÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 ïðè d ≥ 3, ìû

ïîëó÷àåì ôîðìóëû (3.38)�(3.42) ïðè d = 2.

Îïðåäåëèì ôóíêöèè µ(j) ôîðìóëîé

µ(j) = − i
2

ln ρ(j), j = 1, 2, (3.59)

à îïåðàòîðû L̃
(j)
ω � ôîðìóëîé

L̃(j)
ω = e−iµ

(j)

L(j)
ω e

iµ(j)

, j = 1, 2, (3.60)

ãäå e±iµ
(j)

îáîçíà÷àþò îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèè e±iµ
(j)

.
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Èç îïðåäåëåíèé (3.59) è (3.60) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

σ(L̃(j)
z ) = σ(L(j)

z ), j = 1, 2, (3.61)

Λ̃(1)
ω = Λ̃(2)

ω , (3.62)

ãäå ω ∈ {ω1, ω2}, à Λ̃
(1)
ω è Λ̃

(2)
ω îáîçíà÷àþò îïåðàòîðû Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ

îïåðàòîðîâ L̃(1)
ω è L̃(2)

ω â îáëàñòè D ñîîòâåòñòâåííî (ñì. îïðåäåëåíèå (3.4)).

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

L̃(j)
ω =

2∑
k=1

(
1

i

∂

∂xk
+ Ã(j),k

ω

)2

+ q̃(j)
ω , (3.63)

ãäå èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ

Ã(j)
ω = (Ã(j),1

ω , Ã(j),2
ω ) =

ω

(c(j))2
v(j),

q̃(j)
ω = q(j)

ω .
(3.64)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëÿ Ã(1)
ω è Ã(2)

ω íå ñîäåðæàò ìíèìîé ÷àñòè â îòëè÷èå îò ïîëåé

A
(1)
ω è A(2)

ω .

Ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.61), (3.62), (3.64), à òàêæå òåîðåìîé [36, Theorem

1.1] è îäíîñâÿçíîñòüþ îáëàñòè D, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (3.45) è (3.46) ïðè

d = 2 è ω ∈ {ω1, ω2}, à òàêæå ðàâåíñòâî

Ã(2)
ω − Ã(1)

ω = ∇ϕ̃ω â îáëàñòè D, (3.65)

ãäå ϕ̃ω ∈ W 2,∞(D,R) è ω ∈ {ω1, ω2}.
Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 ïðè d ≥ 3, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè

(3.42) è (3.45) ïðè d = 2, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó (3.51) ïðè d = 2.

Äàëåå, ïîëüçóÿñü ôîðìóëàìè (3.41), (3.64) è (3.65), ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëû

(3.52) è (3.53) ïðè d = 2, ãäå

βω = ϕ̃ω. (3.66)

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (3.46), (3.51), (3.52), (3.53) ïðè d = 2 è ôîðìó-

ëó (3.66), ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3 â ñëó÷àå d = 2 àíàëîãè÷íî

òîìó, êàê ìû çàêîí÷èëè äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû â ñëó÷àå d ≥ 3.

Òåïåðü ìû ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.4. Ìû áóäåì ññûëàòüñÿ íà

ôîðìóëû, ïîëó÷åííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3. Êàê è ïðè äîêàçàòåëü-
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ñòâå òåîðåìû 3.3, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìîòðèì ñëó÷àè d ≥ 3 è d = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 3.4

äëÿ îïåðàòîðîâ L(j)
ω , j = 1, 2, ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (3.38), ãäå A(j)

ω è q(j)
ω

îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

A(j)
ω = (A(j),1

ω , . . . , A(j),d
ω ) =

ωv(j)

(c(j))2
+
i

2

∇ρ(j)

ρ(j)
,

q(j)
ω = − ω2

(c(j))2
+ i∇ ·

(
ω

(c(j))2
v(j) +

i

2

∇ρ(j)

ρ(j)

)
− ω2

(c(j))4
(v(j))2

+
1

4
(ρ(j))−2(∇ρ(j))2 − iωv(j)∇ρ(j)

(c(j))2ρ(j)
− 2iω1+ζ(j)α

(j)
0

c(j)
.

(3.67)

Ñëó÷àé d ≥ 3. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 â ñëó÷àå d ≥ 3, ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû (3.40)�(3.44), â êîòîðûõ ôóíêöèè q(1)
ω , q(2)

ω

è A(1)
ω , A(2)

ω îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.67), à ω ∈ {ω1, ω2, ω3} .
Ðàçäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â ðàâåíñòâå (3.43), ìû ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî (3.45) è ðàâåíñòâî[
∇ ·
(

v(1)

(c(1))2
− v(2)

(c(2))2

)
− ∇ρ

(1)

ρ(1)

v(1)

(c(1))2
+
∇ρ(2)

ρ(2)

v(2)

(c(2))2

]
+2ωζ

(2)

[
α

(2)
0

(c(2))2

]
− 2ωζ

(1)

[
α

(1)
0

(c(1))2

]
= 0,

(3.68)

â êîòîðîì ω ∈ {ω1, ω2, ω3}.
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3.68) è ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ω1, ω2, ω3 ïîëîæèòåëüíû

è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (3.46).

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 â ñëó-

÷àå d ≥ 3, èç ôîðìóë (3.41)�(3.46) ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó (3.58).

Ìû ïîêàæåì, ÷òî α(2)
0 (x) = α

(1)
0 (x) ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ D, ðàññìàòðèâàÿ

äâà ñëó÷àÿ: (a) ζ(1)(x) 6= ζ(2)(x); (b) ζ(1)(x) = ζ(2)(x).

Â ñëó÷àå (a), ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì (3.68) è ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ω1, ω2, ω3

ïîëîæèòåëüíû è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

α
(j)
0

(c(j))2
= 0 â òî÷êå x, j = 1, 2, (3.69)
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è, êàê ñëåäñòâèå,

α
(1)
0 (x) = α

(2)
0 (x) = 0. (3.70)

Â ñëó÷àå (b), ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3.68) è ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ω1, ω2, ω3

ïîëîæèòåëüíû è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

α
(2)
0

(c(2))2
− α

(1)
0

(c(1))2
= 0 â òî÷êå x. (3.71)

Èç ôîðìóë (3.58) è (3.71) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

α
(2)
0 (x) = α

(1)
0 (x). (3.72)

Íàêîíåö, ðàâåíñòâî α(2) = α(1) âî âñåé îáëàñòè D ñëåäóåò èç ôîðìóëû (3.70)

â ñëó÷àå (a) è èç ôîðìóëû (3.72) â ñëó÷àå (b).

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.4 â ñëó÷àå d ≥ 3.

Ñëó÷àé d = 2. Äåéñòâóÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3, ìû ïîëó÷àåì

ôîðìóëû (3.38), (3.67), (3.40)�(3.43) ïðè d = 2 è ôîðìóëû (3.59)�(3.65), ãäå â

ôîðìóëàõ (3.43), (3.62) è (3.65) ïîëàãàåòñÿ ω ∈ {ω1, ω2, ω3}.
Ðàçäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè â ðàâåíñòâå (3.43), ìû ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâà (3.45) è (3.68) ïðè d = 2, ãäå ω ∈ {ω1, ω2, ω3}.
Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (3.68) è ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî ω1, ω2, ω3 ïîïàðíî ðàç-

ëè÷íû, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó (3.46) ïðè d = 2.

Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 3.3 â ñëó÷àå d ≥ 3, ìû èñïîëüçóåì ôîð-

ìóëû (3.42) è (3.45) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû (3.51).

Èç ôîðìóë (3.41), (3.46), (3.51) ïðè d = 2 è èç ôîðìóëû (3.65) ñëåäóåò

ôîðìóëà (3.58) ïðè d = 2 (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.3 â ñëó÷àå d = 2).

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.68), ìû çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

3.4 â ñëó÷àå d = 2 àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ìû çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

3.4 â ñëó÷àå d ≥ 3.
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4 Ñâåäåíèå îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà

ê îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ

4.1 Ñëó÷àé íóëåâûõ ôîíîâûõ êîýôôèöèåíòîâ

Â �3.1 ìû ñôîðìóëèðîâàëè îáðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå�Íåéìàíà 3.1 è çàìåòè-

ëè, ÷òî îäíèì èç äâóõ îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è 3.1 ÿâëÿåòñÿ å¼

ñâåäåíèå ê ïîäõîäÿøåé ìíîãîìåðíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ. Â �3.1 ìû òàêæå ñôîð-

ìóëèðîâàëè ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîãîìåðíóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ 3.3. Â

ýòîì è ñëåäóþùåì ïàðàãðàôàõ ìû ïðèâåä¼ì ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèå

çàäà÷ó 3.1 ê çàäà÷å 3.3. Áîëåå òî÷íî, ìû ïðèâåä¼ì ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ äëÿ íà-

õîæäåíèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ SA,V (E) ïî îïåðàòîðó Äèðèõëå�Íåéìàíà ΛA,V (E)

èç ôîðìóëû (3.1).

Ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (3.9) ïðè E ∈ C è x ∈ D, ãäå

D � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rd (d ∈ {2, 3}) ñ ãðàíöåé ∂D ∈ C2. (4.1)

Ïóñòü C0,α
comp(D,Mn(C)) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî Mn(C)-çíà÷íûõ ïîêîìïîíåíòíî

ã¼ëüäåð-íåïðåðûâíûõ ñ ïîêàçàòåëåì α ôóíêöèé íà Rd ñ íîñèòåëåì â D. Êðîìå

òîãî, ïóñòü C1,β(∂D,Mn(C)) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà

C1(∂D,Mn(C)) ñ ïîêîìïîíåíòíî ã¼ëüäåð-íåïðåðûâíûìè ñ ïîêàçàòåëåì β ïåð-

âûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû Aj è V óðàâíåíèÿ (3.9) óäîâëåòâîðÿ-

þò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

A1, . . . , Ad, V ∈ C0,α
comp(D,Mn(C)), α ∈ (0, 1]. (4.2)

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Äèðèõëå äëÿ îïåðà-

òîðîâ LA,V è −∆ èç ôîðìóëû (3.1) â îáëàñòè D, òàê ÷òî çàäà÷à (3.2a), (3.2b)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ψ ∈ C2(D,Mn(C)) ∩ C1(D,Mn(C)) äëÿ

âñåõ f ∈ C1,β(∂D,Mn(C)), β ∈ (0, 1) (ìû äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå â ëåììå 4.3

èç �4.4). Ïóñòü ΛA,V (E) îáîçíà÷àåò îïåðàòîð Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ

(3.9) â îáëàñòèD. Ýòîò îïåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (3.4), ãäå ψ � ðåøåíèå

çàäà÷è (3.2a), (3.2b).

Ìû òàêæå ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (3.9) ïðè x ∈ Rd (çàìåòèì, ÷òî îïðå-

äåëåíèå (4.2) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî A = 0, V = 0 âíå D). Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû
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ðàññìàòðèâàåì äàííûå ðàññåÿíèÿ SA,V (E), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíó

èç ôóíêöèé f èëè hγ, γ ∈ Sd−1, îïðåäåë¼ííûõ â ôîðìóëàõ (3.14) è (3.18), åñëè

E > 0, è ôóíêöèþ h èç ôîðìóëû (3.17), åñëè E ∈ C \ (0,∞). Ìû ñâåä¼ì îá-

ðàòíóþ çàäà÷ó Äèðèõëå�Íåéìàíà 3.1 ê îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ 3.3 èç �3.1,

óêàçàâ ôîðìóëû íàõîæäåíèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ SA,V (E) ïî ΛA,V .

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàì íåîáõîäèìî ââåñòè íåñêîëü-

êî îáîçíà÷åíèé. Ìû îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâà E , Eγ, γ ∈ Sd−1, è E+ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

E =
{
ζ ∈ Cd \ Rd | óðàâíåíèå (3.15) ïðè k = ζ íå ðàçðåøèìî

îäíîçíà÷íî îòíîñèòåëüíî ψ = eikxµ, ãäå µ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C))
}
,

(4.3)

Eγ =
{
ζ ∈ Rd \ 0 | óðàâíåíèå (3.15) ïðè k = ζ + i0γ íå ðàçðåøèìî

îäíîçíà÷íî îòíîñèòåëüíî ψ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C))
}
,

(4.4)

E+ =
{
ζ ∈ Rd \ 0 | óðàâíåíèå (3.12) ïðè k = ζ íå

ðàçðåøèìî îäíîçíà÷íî îòíîñèòåëüíî ψ+ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C))
}
.

(4.5)

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ E , Eγ è E+ èçó÷àëèñü â ëèòåðàòóðå â ñëó÷àå n = 1, A ≡ 0,

ñì. [59] è ññûëêè â ýòîé ðàáîòå.

Ïîëîæèì Λ(E) = ΛA,V (E), Λ0(E) = Λ0,0(E), à ÷åðåç (Λ − Λ0)(x, y, E), x,

y ∈ ∂D, îáîçíà÷èì ÿäðî (â ñìûñëå Øâàðöà) îïåðàòîðà Λ(E)− Λ0(E).

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü D óäîâëåòâîðÿåò (4.1) è E ∈ C çàôèêñèðîâàíî. Ïóñòü

êîýôôèöèåíòû A, V óäîâëåòâîðÿþò (4.2) è E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèåì Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðîâ LA,V è −∆ â D. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ:

h(k, l) = (2π)−d
∫
∂D

∫
∂D

e−ilx(Λ− Λ0)(x, y, E)ψ(y, k) dy dx, (4.6)

ãäå k, l ∈ Cd \ (Rd ∪ E), Im k = Im l, k2 = l2 = E,

ψ(x, k) = eikxIdn +

∫
∂D

A(x, y, k)ψ(y, k) dy, x ∈ ∂D, (4.7)

A(x, y, k) =

∫
∂D

G(x− z, k)(Λ− Λ0)(z, y, E) dz, x, y ∈ ∂D, (4.8)
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ãäå k ∈ Cd \ (Rd ∪ E), k2 = E, à G îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (3.16);

hγ(k, l) = (2π)−d
∫
∂D

∫
∂D

e−ilx(Λ− Λ0)(x, y, E)ψγ(y, k) dy dx, (4.9)

ãäå γ ∈ Sd−1, k, l ∈ Rd \ (0 ∪ Eγ), k2 = l2 = E,

ψγ(x, k) = eikxIdn +

∫
∂D

Aγ(x, y, k)ψγ(y, k) dy, x ∈ ∂D, (4.10)

Aγ(x, y, k) =

∫
∂D

Gγ(x− z, k)(Λ− Λ0)(z, y, E) dz, x, y ∈ ∂D, (4.11)

Gγ(x, k)
def
== G(x, k + i0γ), x ∈ Rd, (4.12)

ãäå γ ∈ Sd−1, k ∈ Rd \ (0 ∪ Eγ), k2 = E;

f(k, l) = (2π)−d
∫
∂D

∫
∂D

e−ilx(Λ− Λ0)(x, y, E)ψ+(y, k) dy dx, (4.13)

ãäå k, l ∈ Rd \ (0 ∪ E+), k2 = l2 = E,

ψ+(x, k) = eikxIdn +

∫
∂D

A+(x, y, k)ψ+(y, k) dy, x ∈ ∂D, (4.14)

A+(x, y, k) =

∫
∂D

G+(x− z, k)(Λ− Λ0)(z, y, E) dz, x, y ∈ ∂D, (4.15)

ãäå k ∈ Rd \ (0 ∪ E+), k2 = E, à G+ îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (3.13).

Ìû ðàññìàòðèâàåì (4.6), (4.9) è (4.13) êàê ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ

h, hγ è f ïî îïåðàòîðó Λ(E) − Λ0(E) è ôóíêöèÿì ψ, ψγ è ψ+ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ýòîì ôóíêöèè ψ, ψγ è ψ+ íàõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðó Λ(E) − Λ0(E) èç èí-

òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (4.7), (4.10) è (4.14). Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèâîäÿòñÿ

óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C1,β(∂D,Mn(C)) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé

‖ψ‖C1,β = ‖ψ‖C1 + max
k

max
i,j

sup
x1 6=x2

∣∣∂kϕij(x1)− ∂kϕij(x2)
∣∣

|x1 − x2|β
,

ãäå ϕ(x) =
(
ϕij(x)

)
∈Mn(C), ∂k = ∂/∂xk.
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Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1 è ïóñòü β ∈ (0, 1).

(A) Ïóñòü k ∈ Cd \ Rd, k2 = E. Òîãäà óðàâíåíèå (4.7) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ψ ∈ C1,β(∂D,Mn(C)), êîòîðîå

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k 6∈ E .

(B) Ïóñòü γ ∈ Sd−1, k ∈ Rd\0, k2 = E. Òîãäà óðàâíåíèå (4.10) ÿâëÿåòñÿ óðàâ-

íåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ψγ ∈ C1,β(∂D,Mn(C)),

êîòîðîå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k 6∈ Eγ.

(C) Ïóñòü k ∈ Rd \ 0, k2 = E. Òîãäà óðàâíåíèå (4.14) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ψ+ ∈ C1,β(∂D,Mn(C)), êîòîðîå

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k 6∈ E+.

Òåîðåìû 4.1 è 4.2 ÿâëþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè òåîðåì 4.3 è 4.4, êîòîðûå

ôîðìóëèðóþòñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

4.2 Ñëó÷àé èçâåñòíûõ ôîíîâûõ êîýôôèöèåíòîâ

Íà ïðàêòèêå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òèïà (4.7), (4.10) è (4.14) èç òåîðåìû 4.1 èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Îäíàêî, äëÿ ïðèìåíèìîñòè

ýòîãî ìåòîäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íîðìà èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ èç ýòèõ óðàâíå-

íèé áûëà ìàëà. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà êîýôôèöèåíòû A è V ìàëû.

Íà ïðàêòèêå æå ÷àñòî âîçíèêàåò ñëó÷àé, êîãäà êîýôôèöèåíò V áëèçîê ê íåêî-

òîðîìó èçâåñòíîìó ôîíîâîìó êîýôôèöèåíòó V 0, ñì., íàïðèìåð, [11, 61]. Â íà-

ñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïðèâåä¼ì îáîáùåíèå òåîðåì 4.1 è 4.2 íà ñëó÷àé èçâåñòíîãî

ôîíîâîãî êîýôôèöèåíòà V 0.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íîâûå îáîçíà-

÷åíèÿ. Ïóñòü V 0 � Mn(C)-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ â îáëàñòè D òàêàÿ, ÷òî ëèáî

V 0(x) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ âñåõ x ∈ D, (4.16)

ëèáî
V 0(x) = V 0v0(x) ïðè x ∈ D, ãäå V 0 ∈Mn(C),

à v0 � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ â D.
(4.17)

Ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèè R0, R0
γ, γ ∈ Sd−1, è R+,0, îïðåäåëÿåìûå ñëåäó-
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þùèì îáðàçîì:

R0(x, y, k) = G(x− y, k)Idn +

∫
Rd

G(x− z, k)V 0(z)R0(z, y, k) dz, (4.18)

ãäå x, y ∈ Rd, k ∈ Cd \ Rd, à G îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (3.16);

R0
γ(x, y, k)

def
== R0(x, y, k + i0γ), (4.19)

R+,0(x, y, k)
def
== R0

k/|k|(x, y, k), (4.20)

ãäå x, y ∈ Rd, k ∈ Rd \ 0, γ ∈ Sd−1.

Ìû ðàññìàòðèâàåì (4.18) ïðè ôèêñèðîâàííûõ y, k êàê èíòåãðàëüíîå óðàâ-

íåíèå íà ôóíêöèþ

R0(x, y, k) = G(x− y, k)Idn + eik(x−y)r0(x, y, k), (4.21)

ãäå r0(·, y, k) ∈ L∞(Rd,Mn(C)).

Èç ôîðìóë (4.18) è (4.21) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ r0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-

ùåìó óðàâíåíèþ:

r0(x, y, k) =

∫
Rd

g(x− z, k)V 0(z)g(z − y, k) dz

+

∫
Rd

g(x− z, k)V 0(z)r0(z, y, k) dy,
(4.22)

ãäå x, y ∈ Rd, à g îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (3.16).

Ïóñòü V 0 óäîâëåòâîðÿåò (4.2). Îïðåäåëèì L0,V 0, EV 0, EV 0,γ, γ ∈ Sd−1, è E+
V 0

ôîðìóëàìè (3.1), (4.3), (4.4), (4.5), èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû A = 0, V = V 0 â

ôîðìóëàõ (3.1), (3.12) è (3.15). Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. Ïóñòü k ∈ Cd \Rd. Òîãäà óðàâíåíèå (4.22) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñè-

òåëüíî r0(·, y, k) ∈ L∞(Rd,Mn(C)) ïðè âñåõ y ∈ Rd òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà k 6∈ EV 0.

2. Ïóñòü ζ ∈ Rd\0, γ ∈ Sd−1. Òîãäà óðàâíåíèå (4.22) ñ k = ζ+i0γ îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî r0(·, y, k) ∈ L∞(Rd,Mn(C)) äëÿ âñåõ y ∈ Rd òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ζ 6∈ EV 0,γ.
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3. Ïóñòü y ∈ Rd, ζ ∈ Rd\0. Òîãäà óðàâíåíèå (4.22) ñ k = ζ+i0ζ/|ζ| îäíîçíà÷-
íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî r0(·, y, k) ∈ L∞(Rd,Mn(C)) äëÿ âñåõ y ∈ Rd

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ζ 6∈ E+
V 0.

Êðîìå òîãî, åñëè óðàâíåíèå (4.22) ïðè ôèêñèðîâàííîì k îäíîçíà÷íî ðàçðå-

øèìî îòíîñèòåëüíî r0(·, y, k) ∈ L∞(Rd,Mn(C)) ïðè âñåõ y ∈ Rd, òî ôóíêöèÿ r0

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

r0(·, ·, k) ∈ C(Rd × Rd,Mn(C)) ∩ L∞(Rd × Rd,Mn(C)), (4.23)∫
Rd

g(x− z, k)V 0(z)r0(z, y, k) dz =

∫
Rd

r0(x, z, k)V 0(z)g(z − y, k) dz, (4.24)

ãäå x, y ∈ Rd.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψ̃0
γ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ̃0
γ(x, k, l) = eilxIdn +

∫
Rd
Gγ(x− y, k)V 0(y)ψ̃0

γ(y, k, l) dy, (4.25)

ãäå x, k, l ∈ Rd, k2 = l2 > 0, γ ∈ Sd−1. Ìû ðàññìàòðèâàåì (4.25) ïðè ôèêñèðî-

âàííûõ k, l, γ êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ψ̃0
γ(·, k, l) ∈ L∞(Rd,Mn(C)).

Ïóñòü Λ = ΛA,V , ψ, ψγ, ψ+, h, hγ, f , E , Eγ, E+ ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì

A, V (êàê áûëî îïðåäåëåíî âûøå), à ΛV 0 = Λ0,V 0, ψ0, ψ0
γ, ψ

+,0, h0, h0
γ, f

0, EV 0,

EV 0,γ, E+
V 0 ñîîòâåòñòâóþò êîýôôèöèåíòàì A0 = 0, V 0. ×åðåç (Λ − ΛV 0)(x, y, E),

x, y ∈ ∂D, îáîçíà÷èì ÿäðî (â ñìûñëå Øâàðöà) îïåðàòîðà Λ(E)− ΛV 0(E).

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü D óäîâëåòâîðÿåò (4.1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöè-

åíòû A, V è A0 = 0, V 0 óäîâëåòâîðÿþò (4.2). Ïóñòü, êðîìå òîãî, V 0 óäî-

âëåòâîðÿåò ëèáî (4.16), ëèáî (4.17), à E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðîâ LA,V , L0,V 0 è −∆ â D. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ:

h(k, l) = h0(k, l)

+(2π)−d
∫
∂D

∫
∂D

ψ0(x,−l)(Λ− ΛV 0)(x, y, E)ψ(y, k) dy dx, (4.26)
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ãäå k, l ∈ Cd \ (Rd ∪ E ∪ EV 0), Im k = Im l, k2 = l2 = E,

ψ(x, k) = ψ0(x, k) +

∫
∂D

A(x, y, k)ψ(y, k) dy, x ∈ ∂D, (4.27)

A(x, y, k) =

∫
∂D

R0(x, z, k)(Λ− ΛV 0)(z, y, E) dz, x, y ∈ ∂D, (4.28)

ãäå k ∈ Cd \ (Rd ∪ E ∪ EV 0), k2 = E;

hγ(k, l) = h0
γ(k, l)

+(2π)−d
∫
∂D

∫
∂D

ψ̃0
−γ(x,−k,−l)(Λ− ΛV 0)(x, y, E)ψγ(y, k) dy dx, (4.29)

ãäå γ ∈ Sd−1, k, l ∈ Rd \ (0 ∪ Eγ ∪ EV 0,γ), k
2 = l2 = E,

ψγ(x, k) = ψ0
γ(x, k) +

∫
∂D

Aγ(x, y, k)ψγ(y, k) dy, x ∈ ∂D, (4.30)

Aγ(x, y, k) =

∫
∂D

R0
γ(x, z, k)(Λ− ΛV 0)(z, y, E) dz, x, y ∈ ∂D, (4.31)

ãäå γ ∈ Sd−1, k ∈ Rd \ (0 ∪ Eγ ∪ EV 0,γ), k
2 = E;

f(k, l) = f 0(k, l)

+(2π)−d
∫
∂D

∫
∂D

ψ+,0(x,−l)(Λ− ΛV 0)(x, y, E)ψ+(y, k) dy dx, (4.32)

ãäå k, l ∈ Rd \ (0 ∪ E+ ∪ E+
V 0), k2 = l2 = E,

ψ+(x, k) = ψ+,0(x, k) +

∫
∂D

A+(x, y, k)ψ+(y, k) dy, x ∈ ∂D, (4.33)

A+(x, y, k) =

∫
∂D

R+,0(x, z, k)(Λ− ΛV 0)(z, y, E) dz, x, y ∈ ∂D, (4.34)

ãäå k ∈ Rd \ (0 ∪ E+ ∪ E+
V 0), k2 = E.

Êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû 4.1, ìû ðàññìàòðèâàåì (4.26), (4.29) è (4.32) êàê ÿâ-

íûå ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ h, hγ è f ïî îïåðàòîðó Λ(E)−ΛV 0(E), èçâåñòíûì
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ôóíêöèÿì h0, h0
γ, f

0, ψ0, ψ0
γ, ψ

+,0 è ôóíêöèÿì ψ, ψγ, ψ+. Ïðè ýòîì ôóíêöèè

ψ, ψγ è ψ+ íàõîäÿòñÿ èç èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (4.27), (4.30) è (4.33) ñîîò-

âåòñòâåííî. Òåîðåìà 4.3 äîêàçûâàåòñÿ â �4.3. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ïðèâîäèòñÿ

êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (4.27), (4.30) è (4.33).

Òåîðåìà 4.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3 è ïóñòü β ∈ (0, 1).

(A) Ïóñòü k ∈ Cd \ (Rd ∪ EV 0), k2 = E. Òîãäà óðàâíåíèå (4.27) ÿâëÿåòñÿ

èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ψ ∈
C1,β(∂D,Mn(C)), êîòîðîå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà k 6∈ E .

(B) Ïóñòü γ ∈ Sd−1, k ∈ Rd \ (0 ∪ EV 0,γ), k
2 = E. Òîãäà óðàâíåíèå (4.30)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñè-

òåëüíî ψγ ∈ C1,β(∂D,Mn(C)), êîòîðîå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà k 6∈ Eγ.

(C) Ïóñòü k ∈ Rd \ (0 ∪ E+
V 0), k2 = E. Òîãäà óðàâíåíèå (4.33) ÿâëÿåòñÿ èí-

òåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ψ+ ∈
C1,β(∂D,Mn(C)), êîòîðîå îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà k 6∈ E+.

Òåîðåìà 4.4 äîêàçûâàåòñÿ â �4.4.

4.3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3

Èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî

Ìû íà÷í¼ì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3 ñ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî èíòå-

ãðàëüíîãî òîæäåñòâà: ∫
∂D

u0(x)(Λ− ΛV 0)(u|∂D)(x) dx

=

∫
D

u0(x)

(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)− V0(x)

)
u(x) dx,

(4.35)
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ãäå u è u0 � äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûå Mn(C)-çíà÷íûå ôóíêöèè â îáëàñòè D

(íàïðèìåð, u, u0 ∈ C2(D) ∩ C1(D)), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèÿì

−∆u− 2i
d∑
j=1

Aj(x)
∂u

∂xj
+ V (x)u = Eu, x ∈ D, (4.36)

−∆u0 + V 0(x)u0 = Ev0, x ∈ D, (4.37)

V 0(x)u0(x) = u0(x)V 0(x), x ∈ D. (4.38)

Òîæäåñòâî (4.35) â ñëó÷àå n = 1, A = (A1, . . . , Ad) = 0 âïåðâûå áûëî ïî-

ëó÷åíî â ðàáîòå [9]. Îíî áûëî îáîáùåíî íà ñëó÷àé n ≥ 2, A = 0 â ðàáîòå [60].

Òîæäåñòâî (4.35) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âòîðîé ôîðìóëû Ãðèíà. Ñëåäóþùàÿ öå-

ïî÷êà ðàâåíñòâ äîêàçûâàåò (4.35):

∫
D

u0(x)

(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)− V 0(x)

)
u(x) dx

(4.36),(4.38)
=====

∫
D

(
u0(x)(∆ + E)u(x)− V 0(x)u0(x)u(x)

)
dx

(4.37)
==

∫
D

(
u0(x)∆u(x)−∆u0(x)u(x)

)
dx

=

∫
∂D

u0(x)(Λ− ΛV 0)(u|∂D)(x) dx

+

∫
∂D

(
u0(x)ΛV 0(u|∂D)(x)− ΛV 0(u0|∂D)(x)u(x)

)
dx

=

∫
∂D

u0(x)(Λ− ΛV 0)(u|∂D)(x) dx

+

∫
D

(
u0(x)V 0(x)ũ(x)− V 0(x)u0(x)ũ(x)

)
dx

(4.38)
==

∫
∂D

u0(x)(Λ− ΛV 0)(u|∂D)(x) dx,

ãäå ũ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.37) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ũ|∂D = u|∂D.

Ñèììåòðèè ôóíêöèé ψ0, ψ0
γ, ψ

+,0 è R0, R0
γ, R

+,0

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L∞comp(Rd) ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç L∞(Rd) ñ êîìïàêòíûì íî-

ñèòåëåì.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü V 0 ∈ L∞comp(Rd) è ïóñòü V 0 óäîâëåòâîðÿåò ëèáî (4.16),
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ëèáî (4.17). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

V 0(x)ψ0(x, k) = ψ0(x, k)V 0(x), (4.39)

V 0(x)R0(x, y, k) = R0(x, y, k)V 0(x), (4.40)

R0(x, y, k) = R0(y, x,−k), (4.41)

ãäå x, y ∈ Rd, x 6= y, k ∈ Cd \ (Rd ∪ EV 0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû íà÷í¼ì ñ äîêàçàòåëüñòâà ñâîéñòâà (4.39). Ïóñòü k ∈ Cd \
(Rd ∪ EV 0) çàôèêñèðîâàíî. Òîãäà óðàâíåíèå (3.15) ñ A = 0, V = V 0 îäíîçíà÷íî

ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ψ0 = eikxµ0, ãäå µ0 ∈ L∞(Rd,Mn(C)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V 0 óäîâëåòâîðÿåò (4.16). Â ýòîì ñëó÷àå èç ôîðìóëû

(3.15) ñëåäóåò, ÷òî ψ0(x, k) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïðè âñåõ x ∈ Rd. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (4.39).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî V 0 óäîâëåòâîðÿåò (4.17), òàê ÷òî V 0(x) = V 0v0(x),

x ∈ Rd. Ïóñòü U ∈ GLn(C) ïðèâîäèò V 0 ê íîðìàëüíîé ôîðìå:

UV 0U−1 def
== Λ =

Λ1 · · · 0
... . . . ...

0 · · · Λs

 , Λj =


λj 1 0 · · · 0

0 λj 1 · · · 0
... ... ... . . . ...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · λj

 ,

ãäå Λj ∈Mnj(C), j = 1, . . . , s. Îïðåäåëèì ψ′ = Uψ0U−1. Òîãäà ψ′ óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

ψ′(x, k) = eikxIdn +

∫
Rd

G(x− y, k)Λv0(y)ψ′(y, k) dy. (4.42)

Èç óñëîâèÿ k 6∈ EV 0 ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (4.42) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ψ′ èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ôîðìó:

ψ′ =

ψ
′
1 · · · 0
... . . . ...

0 · · · ψ′s

 ,
ãäå ψ′j(x) ∈ Mnj(C), x ∈ D, j = 1, . . . , s. Èç óðàâíåíèÿ (4.42) ñëåäóåò, ÷òî
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ñïðàâåäëèâû è îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

ψ′j(x, k) = eikxIdnj +

∫
Rd

G(x− y, k)Λjv
0(y)ψ′j(y, k) dy, (4.43)

ãäå j = 1, . . . , s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ′j,il ýëåìåíò â ïîçèöèè (i, l) â ìàòðèöå ψ′j. Èç

ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (4.43) ñëåäóåò óðàâíåíèå

ψ′j,il(x, k) = λj

∫
Rd

G(x− y, k)v0(y)ψ′j,il(y, k) dy, i = nj, l < nj. (4.44)

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (4.44) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëî-

æèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå φ 6≡ 0 óðàâíåíèÿ (4.44). Òîãäà ìû

ìîæåì ïîñòðîèòü ðåøåíèå ψ̃′j óðàâíåíèÿ (4.43), îòëè÷íîå îò ðåøåíèÿ ψ
′
j, ïîëà-

ãàÿ ψ̃′j,11 = ψ′j,11 + φ è ψ̃′j,il = ψ′j,il äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ i, l. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (4.43). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (4.44)

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå è ψ′j,il ≡ 0 äëÿ âñåõ i = nj è l < nj.

Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèå (4.43) ïîêîìïîíåíòíî äëÿ ñòðîê ñ íîìåðàìè i = nj−1,

. . . , 2 ìû ïîëó÷àåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ψ′j,il ≡ 0 ïðè i > l.

Çàôèêñèðóåì i, l òàêèå, ÷òî i 6= l. Âû÷èòàÿ óðàâíåíèå (4.43) äëÿ ýëåìåíòà

â ïîçèöèè (l, l) èç óðàâíåíèÿ (4.43) äëÿ ýëåìåíòà â ïîçèöèè (i, i), ìû ïîëó÷èì

óðàâíåíèå

ψ′j,ii(x, k)− ψ′j,ll(x, k) = λj

∫
Rd

G(x− y, k)v0(y)
(
ψ′j,ii(y, k)− ψ′j,ll(y, k)

)
dy.

Òàê êàê óðàâíåíèå (4.44) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

ψ′j,ii ≡ ψ′j,ll.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì i, l òàêèå, ÷òî i 6= l, i > 1, l > 1. Çàïèøåì óðàâíåíèå

(4.43) äëÿ ýëåìåíòîâ â ïîçèöèÿõ (i− 1, i) è (l − 1, l) è âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî.

Ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå

ψ′j,i−1,i(x, k)− ψ′j,l−1,l(x, k) = λj

∫
Rd

G(x− y, k)×

×v0(y)
(
ψ′j,i−1,i(y, k)− ψ′j,l−1,l(y, k)

)
dy + ψ′j,ii(x, k)− ψ′j,ll(x, k).

Íî íàìè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ψ′j,ii ≡ ψ′j,ll è ÷òî óðàâíåíèå (4.44) èìååò òîëüêî



105

òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ψ′j,i−1,i ≡ ψ′j,l−1,l. Ïðîäîëæàÿ ýòó

ïðîöåäóðó, ïîëó÷èì, ÷òî ψ′j èìååò ñëåäóþùóþ âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ôîðìó:

ψ′j =


ψ′j,11 ψ′j,12 ψ′j,13 · · · ψ′j,1,n−1 ψ′j,1n

0 ψ′j,11 ψ′j,12 · · · ψ′j,1,n−2 ψ′j,1,n−1
... ... ... ... ... ...

0 0 0 · · · ψ′j,11 ψ′j,12

0 0 0 · · · 0 ψ′j,11

 .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ψ′j(x, k) êîììóòèðóåò ñ Λj ïðè âñåõ x ∈ Rd, j = 1, . . . , s.

Ñëåäîâàòåëüíî, ψ′(x, k) êîììóòèðóåò ñ Λ è ψ(x, k) êîììóòèðóåò ñ V0 ïðè âñåõ

x ∈ Rd. Ñîîòíîøåíèå (4.39) äîêàçàíî.

Ôîðìóëà (4.40) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (4.41) â ñëó÷àå n = 1 ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [58].

Ýòî äîêàçàòåëüñòâî òàêæå ðàáîòàåò â ñëó÷àå n ≥ 2, åñëè V 0 óäîâëåòâîðÿåò

ëèáî (4.16), ëèáî (4.17).

Çàìå÷àíèå 4.1. Òåì æå ñïîñîáîì, êàêèì áûëà äîêàçàíà ëåììà 4.1, ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî åñëè V 0 ∈ L∞comp(Rd,Mn(C)) è V 0 óäîâëåòâîðÿåò ëèáî (4.16),

ëèáî (4.17), òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

V 0(x)ψ0
γ(x, k) = ψ0

γ(x, k)V 0(x), (4.45)

V 0(x)R0
γ(x, y, k) = R0

γ(x, y, k)V 0(x), (4.46)

R0
γ(x, y, k) = R0

−γ(y, x,−k), (4.47)

ãäå γ ∈ Sd−1, x, y ∈ Rd, x 6= y, k ∈ Rd \ (0 ∪ EV 0,γ);

V 0(x)ψ+,0(x, k) = ψ+,0(x, k)V 0(x), (4.48)

V 0(x)R+,0(x, y, k) = R+,0(x, y, k)V 0(x), (4.49)

R+,0(x, y, k) = R+,0(y, x,−k), (4.50)

ãäå x, y ∈ Rd, x 6= y, k ∈ Rd \ (0 ∪ E+
V 0).

Ëåììà 4.2. Ïóñòü V 0 ∈ L∞comp(Rd,Mn(C)). Òîãäà:

(A) Åñëè k, l ∈ Cd \Rd, k2 = l2, Im k = Im l, k 6∈ EV 0, òî l 6∈ EV 0 è ñïðàâåäëèâî

ñîîòíîøåíèå

R0(x, y, k) = R0(x, y, l), (4.51)
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ãäå x, y ∈ Rd, x 6= y.

(B) Åñëè k, l ∈ Rd\0, k2 = l2, k 6∈ E+
V 0, òî l 6∈ E+

V 0 è ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

R+,0(x, y, k) = R+,0(x, y, l), (4.52)

ãäå x, y ∈ Rd, x 6= y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå (A) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (4.18) è èç ñëåäó-

þùåé ôîðìóëû èç ðàáîòû [101]:

G(x, k) = G(x, l), x ∈ Rd \ 0, k, l ∈ Cd \ Rd, k2 = l2, Im k = Im l.

Óòâåæäåíèå (B) ñëåäóåò èç ôîðìóë (4.18), (4.20) è èç òîæäåñòâà

G+(x, k) = G+(x, l), x ∈ Rd \ 0, k, l ∈ Rd \ 0, k2 = l2,

êîòîðîå âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ ÿâíûõ ôîðìóë:

G+(x, k) = − i
4
H

(1)
0 (|k||x|), d = 2,

G+(x, k) = −e
i|k||x|

4π|x|
, d = 3,

ãäå H(1)
0 � ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà.

Ó÷¼ò ôîíîâûõ êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèÿõ è ôîðìóëàõ

Ìû ñîáèðàåìñÿ ïåðåôîðìóëèðîâàòü óðàâíåíèÿ (3.12), (3.15) è ôîðìóëû (3.14),

(3.17) â òåðìèíàõ ôîíîâûõ êîýôôèöèåíòîâ.

Âû÷èòàÿ óðàâíåíèå (3.15), çàïèñàííîå äëÿ ôóíêöèè ψ, èç óðàâíåíèÿ (3.15),

çàïèñàííîãî äëÿ ôóíêöèè ψ0, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

ψ(x, k)− ψ0(x, k)−
∫
D

G(x− y, k)V 0(y)(ψ(y, k)− ψ0(y, k)) dy

=

∫
D

G(x− y, k)

(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)− V 0(y)

)
ψ(y, k) dy,

ãäå x ∈ Rd, k ∈ Cd \ (Rd∪E ∪EV 0). Ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìóëó ñ óðàâíåíèåì (4.18),
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ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

ψ(x, k) = ψ0(x, k) +

∫
D

R0(x, y, k)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)− V 0(y)

)
ψ(y, k) dy,

(4.53)

ãäå x ∈ Rd, k ∈ Cd \ (Rd ∪ E ∪ EV 0).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

ψγ(x, k) = ψ0
γ(x, k) +

∫
D

R0
γ(x, y, k)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)− V 0(y)

)
ψγ(y, k) dy,

(4.54)

ãäå γ ∈ Sd−1, x ∈ Rd, k ∈ Rd \ (0 ∪ Eγ ∪ EV 0,γ);

ψ+(x, k) = ψ+,0(x, k) +

∫
D

R+,0(x, y, k)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)− V 0(y)

)
ψ+(y, k) dy,

(4.55)

ãäå x ∈ Rd, k ∈ Rd \ (0 ∪ E+ ∪ E+
V 0).

Èç ôîðìóëû (4.53) ñ A1 = 0, . . . , Ad = 0, V = 0 è èç ôîðìóë (4.40), (4.41),

(4.51) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

e−ilxIdn = ψ0(x,−l)−
∫
D

e−ilyV 0(y)R0(y, x, k) dy, (4.56)

ãäå x ∈ Rd, k, l ∈ Cd \ Rd, k2 = l2, Im k = Im l, k 6∈ EV 0.
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Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

(2π)dh(k, l)
(3.17)
==

∫
D

e−ilxV 0(x)ψ(x, k) dx

+

∫
D

e−ilx
(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)− V 0(x)

)
ψ(x, k) dx

(4.56)
==

∫
D

e−ilxV 0(x)ψ(x, k) dx+

∫
D

ψ0(x,−l)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)− V 0(x)

)
ψ(x, k) dx

−
∫
D

e−ilyV 0(y)

∫
D

R0(y, x, k)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)− V 0(x)

)
ψ(x, k) dx dy,

ãäå k, l ∈ Cd \ Rd, k2 = l2, Im k = Im l, k 6∈ E ∪ EV 0.

Èç ýòîé öåïî÷êè ðàâåíñòâ è èç ôîðìóëû (4.53) ñëåäóåò ôîðìóëà

h(k, l) = h0(k, l) + (2π)−d
∫
D

ψ0(x,−l)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)− V 0(x)

)
ψ(x, k) dx,

(4.57)

ãäå k, l ∈ Cd \ Rd, k2 = l2, Im k = Im l, k 6∈ E ∪ EV 0.

Òåì æå ñïîñîáîì, êàêèì áûëà äîêàçàíà ôîðìóëà (4.57), íî ñ èñïîëüçîâàíèåì

ôîðìóë (4.49), (4.50), (4.52), (4.55) âìåñòî ôîðìóë (4.40), (4.41), (4.51), (4.53),

ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

f(k, l) = f 0(k, l) + (2π)−d
∫
D

ψ+,0(x,−l)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(x)
∂

∂xj
+ V (x)− V 0(x)

)
ψ+(x, k) dx,

(4.58)

ãäå k, l ∈ Rd \ 0, k2 = l2, k 6∈ E+ ∪ E+
V 0.
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Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.3

Èç ôîðìóë (4.39) è (4.48) ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òîæäåñòâîì

(4.35) â ôîðìóëàõ (4.57) è (4.58). Ïðèìåíåíÿÿ òîæäåñòâî (4.35) ê èíòåãðàëàì â

ôîðìóëàõ (4.57) è (4.58), ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëû (4.26) è (4.32), ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ G(x, k) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ ïðè

ôèêñèðîâàííîì k ∈ Cd \ Rd (ñì., íàïðèìåð, [107]):

∆xG(x, k) + k2G(x, k) = δ(x). (4.59)

Èç ôîðìóë (4.18), (4.21), (4.24), (4.59) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ R0(x, y, k) ïðè

ôèêñèðîâàííîì k ∈ Cd \ (Rd ∪ EV 0) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

(∆x − V 0(x) + k2)R(x, y, k) = δy(x)Idn, ïðè ôèêñ. y ∈ Rd,

(∆y − V 0(y) + k2)R(x, y, k) = δx(y)Idn, ïðè ôèêñ. x ∈ Rd.
(4.60)

Ïóñòü x 6∈ D. Ïðèìåíèì òîæäåñòâî (4.35) ê èíòåãðàëó â ôîðìóëå (4.53), ó÷èòû-

âàÿ ôîðìóëû (4.40), (4.60), è óñòðåìèì x ê òî÷êå íà ∂D. Ìû ïîëó÷èì ôîðìóëó

(4.27). Ôîðìóëû (4.30) è (4.33) ïîëó÷àþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ñ èñïîëüçî-

âàíèåì óðàâíåíèé (4.54) è (4.55) âìåñòî óðàâíåíèÿ (4.53).

Ìû äîêàæåì ôîðìóëó (4.29), èñïîëüçóÿ èäåè èç ðàáîòû [59]. Çàìåòèì, ÷òî

ôîðìóëà (4.25) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

eilxIdn − ψ̃0
γ(x, k, l)−

∫
D

Gγ(x− y, k)V 0(y)
(
eily − ψ̃0

γ(y, k, l)
)
dy

= −
∫
D

G(x− y, k)V 0(y)eily dy.
(4.61)

Èç ôîðìóë (4.12), (4.18) è (4.19) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ R0
γ(·, y, k) êîððåêòíî

îïðåäåëåíà ïðè ôèêñèðîâàííûõ y ∈ Rd, k ∈ Rd \ (0 ∪ EV 0,γ) è óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ

R0
γ(x, y, k) = Gγ(x− y, k) +

∫
Rd

Gγ(x− z, k)V 0(z)R0
γ(z, y, k) dz, (4.62)

ãäå x, y ∈ Rd, γ ∈ Sd−1, k ∈ Rd \ (0 ∪ EV 0,γ).



110

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (4.61) è (4.62), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

eilxIdn = ψ̃0
γ(x, k, l)−

∫
D

R0
γ(x, y, k)V 0(y)eily dy, (4.63)

ãäå x ∈ Rd, k ∈ Rd \ (0 ∪ EV 0,γ), l ∈ Rd, k2 = l2, γ ∈ Sd−1.

Çàìåíÿÿ k, l, γ íà −k, −l, −γ â ôîðìóëå (4.63) è èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.46)

è (4.47), ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

e−ilxIdn = ψ̃0
−γ(x,−k,−l)−

∫
D

e−ilyV 0(y)R0
γ(y, x, k) dy, (4.64)

ãäå x ∈ Rd, k, l ∈ Rd \ 0, k2 = l2, k 6∈ EV 0,γ, γ ∈ Sd−1.

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (4.29) ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (4.26),

åñëè âìåñòî ôîðìóëû (4.56) èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (4.64). Òåîðåìà 4.3 äîêàçàíà.

4.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.4

Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Ïóñòü f � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íà ∂D. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

Äèðèõëå: LA,Vψ ≡ −∆ψ − 2i
d∑
j=1

Aj(x) ∂ψ∂xj + V (x)ψ = Eψ, x ∈ D,

ψ|∂D = f.

(4.65)

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü A1, . . . , Ad, V ∈ C0,α
comp(D,Mn(C)) ïðè íåêîòîðîì α ∈

(0, 1]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì Äèðèõëå

äëÿ îïåðàòîðîâ LA,V è −∆ â îáëàñòè D. Òîãäà:

1. Äëÿ ëþáîãî f ∈ C1,β(∂D,Mn(C)), 0 < β < 1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå ψ êëàññà C2(D,Mn(C)) ∩ C1(D,Mn(C)) çàäà÷è (4.65).

2. ψ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì êëàññà C1(D,Mn(C)) óðàâíåíèÿ

ψ(x) = ψ0(x) +

∫
D

Γ(x, y, E)

(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)

)
ψ(y) dy, (4.66)
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ãäå Γ(x, y, E) � ôóíêöèÿ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà ∆+E â îá-

ëàñòè D, à ψ0 � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå êëàññà C2(D,Mn(C))∩C1(D,Mn(C))

çàäà÷è Äèðèõëå {
∆ψ0 + Eψ0 = 0 â îáëàñòè D,

ψ0|∂D = f.
(4.67)

3. Ëèíåéíûé îïåðàòîð S : C1,β(∂D,Mn(C))→ C1(D,Mn(C)), S(f) = ψ, ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 4.3 íàì ïîòðåáóþòñÿ äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåð-

æäåíèÿ.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü A1, . . . , Ad, V ∈ C0,α
comp(D,Mn(C)) ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0, 1].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ îïåðàòîðà LA,V â îáëàñòè D. Òîãäà:

1. Äëÿ ëþáîãî ψ0 ∈ C2(D,Mn(C))∩C1(D,Mn(C)), óäîâëåòâîðÿþùåãî óðàâ-

íåíèþ (∆ + E)ψ0 = 0 â îáëàñòè D, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ψ êëàññà C1(D,Mn(C)) óðàâíåíèÿ (4.66).

2. ψ ïðèíàäëåæèò C2(D,Mn(C)) è óäîâëåòâîðÿåò (4.65) ñ f = ψ0|∂D.

3. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò ψ0, òàêàÿ ÷òî

‖ψ‖C1(D) ≤ C‖ψ0‖C1(D). (4.68)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.4. Øàã 1. Ñâåäåíèå ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

ψ0(x) = ψ(x), ψj(x) = ∂xjψ(x),

ψ0
0(x) = ψ0(x), ψ0

j (x) = ∂xjψ
0(x),

a0(x) = V (x), aj(x) = −2iAj(x),

Γ0(x, y, E) = Γ(x, y, E), Γj(x, y, E) = ∂xjΓ(x, y, E),

ãäå ∂xj = ∂/∂xj. Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (4.66), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

ñèñòåìó ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà ôóíêöèè ψj ∈ C(D):

ψj(x) = ψ0
j (x) +

d∑
m=0

∫
D

Γj(x, y, E)am(y)ψm(y) dy, j = 0, . . . , d. (4.69)
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Ñèñòåìà (4.69) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà â ïðî-

ñòðàíñòâå (C(D,Mn(C)))d+1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ψj ∈ C(D,Mn(C)), j = 0, . . . , d, óäîâëåòâîðÿþò

ñèñòåìå (4.69). Îáîçíà÷èì ψ = ψ0. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4.69) ñëåäóåò,

÷òî ψ ∈ C1(D,Mn(C)). Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.69) ïî xj,

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ∂xjψ = ψj, ãäå j = 1, . . . , d. Ñëåäîâàòåëüíî, ψ óäîâëåòâîðÿåò

(4.66).

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ ψ êëàññà C1(D,Mn(C)) óðàâíåíèÿ (4.66) íàõîäÿòñÿ

âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèÿìè ψj ∈ C(D,Mn(C)), j = 0,

. . . , d, ñèñòåìû (4.69).

Øàã 2. Ãëàäêîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.66). Èç ñâîéñòâ ôóíäàìåíòàëüíîãî

ðåøåíèÿ Γ ñëåäóåò, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå ψ ∈ C1(D,Mn(C)) çàäà÷è (4.66) ïðèíàä-

ëåæèò C1,γ
loc (D,Mn(C)) (ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ Mn(C)-

çíà÷íûõ ôóíêöèé â îáëàñòè D ñ ëîêàëüíî ã¼ëüäåð-íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíû-

ìè) äëÿ ëþáîãî 0 < γ < 1.

Òåì æå ñïîñîáîì, êàê äîêàçûâàåòñÿ ëåììà [33, Lemma 4.2, ñ. 55], ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ψ ∈ C2(D,Mn(C)) è ÷òî ψ óäîâëåòâîðÿåò (4.65) ñ f = ψ0|∂D.
Øàã 3. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü. Êàê áûëî îòìå÷åíî íà øàãå 1

äîêàçàòåëüñòâà íàñòîÿùåé ëåììû, ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.69) ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà â ïðîñòðàíñòâå (C(D,Mn(C)))d+1. Â

ñèëó àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è â ñèëó äîêàçàííîãî íà

øàãàõ 1 è 2, ðàçðåøèìîñòü è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ âûòåêà-

þò èç òðåáîâàíèÿ, ÷òî E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è Äèðèõëå

äëÿ îïåðàòîðà LA,V â îáëàñòè D.

Èç äîêàçàííîãî íà øàãå 1 ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.69)

ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ ψ êëàññà C1(D,Mn(C)) óðàâíåíèÿ (4.66).

Èç äîêàçàííîãî íà øàãå 2 ñëåäóåò, ÷òî ψ ∈ C2(D,Mn(C)) è ÷òî ψ óäîâëåòâîðÿåò

(4.65) ñ f = ψ0|∂D.
Óòâåðæäåíèå 3 ñëåäóåò èç àëüòåðíàòèâû Ôðåäãîëüìà äëÿ îïåðàòîðà èç ñè-

ñòåìû (4.69), ðàññìàòðèâàåìîãî â ïðîñòðàíñòâå (C(D,Mn(C)))d+1.

Ëåììà 4.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà-

÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà −∆ â îáëàñòè D. Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ C1,β(∂D,Mn(C)),

0 < β < 1, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ψ0 êëàññà C2(D,Mn(C)) ∩
C1(D,Mn(C)) çàäà÷è (4.67). Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà Cβ >
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0, íå çàâèñÿùàÿ îò f , ÷òî

‖ψ0‖C1(D) ≤ Cβ‖f‖C1,β(∂D). (4.70)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.5. Ðåøåíèå åäèíñòâåííî â ñèëó òðåáîâàíèÿ, ÷òî E íå

ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà −∆ â îáëàñòè

D. ×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, ìû ìîæåì ñâåñòè çàäà÷ó (4.65)

ê ïîäõîäÿùåìó óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà, êàê áûëî ñäåëàíî ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.4.

Ñóùåñòâîâàíèå êîíñòàíòû Cβ > 0 òàêîé, ÷òî âûïîëíåíà îöåíêà (4.70), ñëå-

äóåò èç ëåìì [21, Lemma 2.16, Lemma 2.23].

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4.3. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.65) ñëåäóåò èç

òîãî, ÷òî E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà

LA,V â D.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ0 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.67), ñóùåñòâîâàíèå êî-

òîðîãî äîêàçàíî â ëåììå 4.5. Èç ëåììû 4.4 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

çàäà÷è (4.65) ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè.

Óòâåæäåíèå 3 ñëåäóåò èç ôîðìóë (4.68) è (4.70).

Êîìïàêòíîñòü èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.27) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ = ψ0 +R0(k)
(
Λ(E)− ΛV 0(E)

)
ψ, (4.71)

ãäå R0(k) � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì (â ñìûñëå Øâàðöà) R0(x, y, k),

x, y ∈ ∂D. Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî k ∈ Cd \ (Rd ∪ EV 0) çàôèêñèðîâàíî. Ìû ïîêà-

æåì, ÷òî îïåðàòîð R0(k)
(
Λ(E)−ΛV 0(E)

)
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå

C1,β(∂D,Mn(C)) äëÿ ëþáîãî β ∈ (0, 1). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû èç ôîðìóë (4.30) è (4.33) ÿâëÿ-

þòñÿ êîìïàêòíûìè.

Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð R0(k) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, à îïå-

ðàòîð Λ(E)− ΛV 0(E) � êîìïàêòíûì.

Íà÷í¼ì ñ íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà R0(k). Èç òåîðåì [21, Theorem 2.12,

Theorem 2.17] ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì (â ñìûñëå Øâàð-

öà) G(x− y, k), x, y ∈ ∂D, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â C1,β(∂D,Mn(C)). Èç ôîð-

ìóë (4.22) è (4.23) ñëåäóåò (åñëè ó÷åñòü, ÷òî íîñèòåëü V 0 ñîäåðæèòñÿ â D), ÷òî
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ïðîèçâîäíûå ∂xir
0(x, y, k), ∂xi∂xjr

0(x, y, k), i, j = 1, . . . , d, ãäå ∂xk = ∂/∂xk,

ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû ïðè x è y ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

ìíîæåñòâà ∂D. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð ñ ÿäðîì eik(x−y)r0(x, y, k), x, y ∈ ∂D,
íåïðåðûâåí â ïðîñòðàíñòâå C1,β(∂D,Mn(C)). Îòñþäà è èç ôîðìóëû (4.21) ñëå-

äóåò, ÷òî R0(k) íåïðåðûâåí â C1,β(∂D,Mn(C)).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Λ(E) − ΛV 0(E) êîìïàêòåí â ïðîñòðàíñòâå

C1,β(∂D,Mn(C)). Ïóñòü îïåðàòîðû S è SV 0 îïðåäåëÿþòñÿ, êàê â óòâåðæäåíèè

3 ëåììû 4.3, ñ èñïîëüçîâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ A, V è A0 = 0, V 0 â óðàâíåíèè

(4.66) ñîîòâåòñòâåííî. Èç óòâåæäåíèÿ 3 ëåììû 4.3 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîðû S è

SV 0 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îïåðàòîðàìè èç ïðîñòðàíñòâà C1,β(∂D,Mn(C)) â

ïðîñòðàíñòâî C1(D,Mn(C)).

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (4.66), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

Λ(E)− ΛV 0(E) = NS −NV 0SV 0, (4.72)

ãäå N è NV 0 îáîçíà÷àþò ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç

C1(D,Mn(C)) â C2(∂D,Mn(C)) è îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(Nψ)(x) =

∫
D

∂Γ

∂νx
(x, y, E)

(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)

)
ψ(y) dy,

(NV 0ψ)(x) =

∫
D

∂Γ

∂νx
(x, y, E)V 0(y)ψ(y) dy,

ãäå Γ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ Ãðèíà çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà ∆ + E â îá-

ëàñòè D, à νx îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ âíåøíþþ íîðìàëü ê ∂D â òî÷êå x ∈
∂D. Ó÷èòûâàÿ êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ C2(∂D,Mn(C)) ↪→ C1,β(∂D,Mn(C)),

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îïåðàòîðû N è NV 0 êîìïàêòíî îòîáðàæàþò C1(D,Mn(C)) â

C1,β(∂D,Mn(C)). Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðîâ S è SV 0, èç êîìïàêòíîñòè îïå-

ðàòîðîâ N è NV 0 è èç ôîðìóëû (4.72) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Λ(E) − ΛV 0(E)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå C1,β(∂D,Mn(C)).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îïåðàòîð R0(k)
(
Λ(E)−ΛV 0(E)

)
ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå C1,β(∂D,Mn(C)). Òàêèì æå ñïîñîáîì ïîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû â óðàâíåíèÿõ (4.30) è (4.33)

ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòíûìè.
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Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèé

Èòàê, ìû ïîêàçàëè ÷òî óðàâíåíèÿ (4.27), (4.30) è (4.33) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíè-

ÿìè Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òåïåðü ìû

äîêàæåì óòâåðæäåíèå îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (4.27). Äîêàçà-

òåëüñòâî óòâåðæäåíèé îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (4.30) è (4.33)

ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì.

Ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà 4.6. Ïóñòü k ∈ Cd \ (Rd ∪ EV 0), k2 = E, è β ∈ (0, 1) çàôèêñèðîâàíû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3. Òîãäà óðàâíåíèå (4.27)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ψ ∈ C1,β(∂D,Mn(C)) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå (4.53) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ψ(x, k) =

eikxµ(x, k) ñ µ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)).

Çàìåòèì, ÷òî èç ëåììû 4.6 âûòåêàåò óòâåðæäåíèå îá îäíîçíà÷íîé ðàçðå-

øèìîñòè óðàâíåíèÿ (4.27), òàê êàê óðàâíåíèå (4.53) ïðè ôèêñèðîâàííîì k ∈
Cd \ (Rd ∪ EV 0) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ψ(x, k) = eikxµ(x, k) ñ

µ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k 6∈ E .
Ïåðåä òåì êàê ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 4.6, íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ

ψ0(x, k) èç ôîðìóëû (4.27) îïðåäåëåíà êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.15) ñ êîýôôè-

öèåíòàìèA0 = 0, V 0, òàêîå, ÷òî ψ0(x, k) = eikxµ0(x, k), ãäå µ0 ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)).

Ðàññóæäàÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé 1 è 2 ëåììû 4.4, ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ0(x, k) ïðèíàäëåæèò C2(Rd,Mn(C)) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-

íåíèþ

−∆ψ0 + V 0(x)ψ0 = Eψ0, x ∈ Rd. (4.73)

Ìû äîêàæåì ëåììó 4.6 â äâà øàãà.

Øàã 1. Ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.27) äî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.53).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ ðåøåíèå êëàññà C1,β(∂D,Mn(C)), β ∈ (0, 1), óðàâíåíèÿ

(4.27). Ìû ïîêàæåì, ÷òî ϕ ñîîòâåòñâóåò ðåøåíèå ψ(x, k) = eikxµ(x, k), µ ∈
W 1,∞(Rd,Mn(C)), óðàâíåíèÿ (4.53).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ+ ∈ C2(D,Mn(C))∩C1(D,Mn(C)) åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (4.65) ñ f = ϕ, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî óòâåðæäàåòñÿ â ëåììå 4.3.

Îïðåäåëèì ϕ− ôîðìóëîé

ϕ−(x) = ψ0(x, k) +

∫
∂D

A(x, y, k)ϕ(y) dy, x ∈ Rd \D. (4.74)
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.28) è (4.35), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

∫
D

R0(x, y, k)

(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)− V 0(y)

)
ϕ+(y) dy

=

∫
∂D

A(x, y, k)ϕ(y) dy,

(4.75)

ãäå x ∈ Rd\D. Èç ôîðìóë (4.21) è (4.23) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà (4.75) ñïðàâåäëè-
âà ïðè x ∈ Rd \D. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.74) è (4.75), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

ñîîòíîøåíèå:

ϕ−(x) = ψ0(x, k) +

∫
D

R0(x, y, k)×

×
(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)− V 0(y)

)
ϕ+(y) dy,

(4.76)

ãäå x ∈ Rd \ D. Èç ôîðìóë (4.21), (4.22), (4.23) è (4.76) ñëåäóåò, ÷òî ϕ− ∈
C1(Rd \D,Mn(C)).

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

∫
D

R0(x, y, k)

(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)− V 0(y)

)
ϕ+(y) dy

=

∫
D

δx(y)ϕ+(y) dy +

∫
∂D

(
R0(x, y, k)

∂ϕ+(y)

∂νy
− ∂R0

∂νy
(x, y, k)ϕ(y)

)
dy,

(4.77)
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ãäå x 6∈ ∂D. Ôîðìóëà (4.77) âûòåêàåò èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè ðàâåíñòâ:

∫
D

R0(x, y, k)

(
−2i

d∑
j=1

Aj(y)
∂

∂yj
+ V (y)− V 0(y)

)
ϕ+(y) dy

(4.65)
==

∫
D

R0(x, y, k)
(
∆y + E − V 0(y)

)
ϕ+(y) dy

(4.40)
==

∫
D

(
∆y + E − V 0(y)

)
R0(x, y, k)ϕ+(y) dy

+

∫
∂D

(
R0(x, y, k)

∂ϕ+

∂νy
(y)− ∂R0

∂νy
(x, y, k)ϕ(y)

)
dy

(4.60)
==

∫
D

δx(y)ϕ+(y) dy +

∫
∂D

(
R0(x, y, k)

∂ϕ+

∂νy
(y)− ∂R0

∂νy
(x, y, k)ϕ(y)

)
dy.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.76) è (4.77), ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó

ϕ−(x) = ψ0(x, k) +

∫
∂D

(
R0(x, y, k)

∂ϕ+

∂νy
(y)− ∂R0

∂νy
(x, y, k)ϕ(y)

)
dy, (4.78)

ãäå x ∈ Rd \D.
Èç ôîðìóë (4.18), (4.21), (4.23) è èç ñâîéñòâ ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîé-

íîãî ñëî¼â âûòåêàþò ñëåäóþùèå ôîðìóëû:∫
∂D

R0(x+ 0νx, y, k)
∂ϕ+

∂νy
(y) dy =

∫
∂D

R0(x− 0νx, y, k)
∂ϕ+

∂νy
(y) dy,

∫
∂D

∂R0

∂νy
(x+ 0νx, y, k)ϕ(y) dy = −ϕ(x) +

∫
∂D

∂R0

∂νy
(x− 0νx, y, k)ϕ(y) dy,

(4.79)

ãäå νx îáîçíà÷àåò åäèíè÷íóþ âíåøíþþ íîðìàëü ê ∂D â òî÷êå x ∈ ∂D, à îáî-
çíà÷åíèå x + 0νx (ñîîòâ. x − 0νx) ïîäðàçóìåâàåò âû÷èñëåíèå ôóíêöèè â òî÷êå

x+ ενx (ñîîòâ. x− ενx), ε > 0, è ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè ε→ +0.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ϕ+ è èç ôîðìóë (4.60), (4.77) ñëåäóåò
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ñîîòíîøåíèå (
∆x − V 0(x) + E

)(∫
∂D

R0(x, y, k)
∂ϕ+

∂νy
(y) dy

−
∫
∂D

∂R0

∂νy
(x, y, k)ϕ(y) dy

)
= 0,

(4.80)

ãäå x ∈ D. Èç ôîðìóë (4.73) è (4.80) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (4.78) ëåæèò â ÿäðå îïåðàòîðà ∆−V 0 +E â îáëàñòè D. Êðîìå òîãî,

èç ôîðìóë (4.78), (4.79) è èç ñâîéñòâà ϕ−|∂D = ϕ ñëåäóåò, ÷òî

ψ0(x, k) +

∫
∂D

(
R0(x− 0νx, y, k)

∂ϕ+

∂νy
(y)− ∂R0

∂νy
(x− 0νx, y, k)ϕ(y)

)
dy

(4.79)
== ψ0(x, k) +

∫
∂D

(
R0(x+ 0νx, y, k)

∂ϕ+

∂νy
(y)− ∂R0

∂νy
(x+ 0νx, y, k)ϕ(y)

)
dy − ϕ(x)

(4.78)
== ϕ−(x)− ϕ(x) = 0,

äëÿ âñåõ x ∈ ∂D.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî E íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà L0,V 0 â îáëàñòè D, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

ψ0(x, k) +

∫
∂D

(
R0(x, y, k)

∂ϕ+

∂νy
(y)− ∂R0

∂νy
(x, y, k)ϕ(y)

)
dy = 0, (4.81)

ãäå x ∈ D. Îïðåäåëèì

ψ(x) =


ϕ−(x), x ∈ Rd \D,
ϕ(x), x ∈ ∂D,
ϕ+(x), x ∈ D.

(4.82)

Èç ôîðìóë (4.76), (4.77) è (4.81) ñëåäóåò, ÷òî ψ óäîâëåòâîðÿåò (4.53) â Rd.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (4.18), (4.21), (4.23) è (4.53), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ψ ∈
C1(Rd,Mn(C)).

Èç ôîðìóë (4.22) è (4.23) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè r0(x, y, k), ∂xjr
0(x, y, k),

j = 1, . . . , d, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïðè y ∈ D, x 6∈ D, dist(x, ∂D) > 1.

Îòñþäà, ñ ó÷¼òîì ïðåäñòàâëåíèÿ ψ0(x, k) = eikxµ0(x, k), µ0 ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)),

è ôîðìóëû (4.53), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ψ(x, k) = eikxµ(x, k), ãäå µ ïðèíàäëåæèò
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W 1,∞(Rd,Mn(C)).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè óðàâíåíèå (4.27) èìååò ðåøåíèå ϕ

êëàññà C1,β(∂D,Mn(C)), òî óðàâíåíèå (4.53) èìååò ðåøåíèå âèäà ψ(x, k) =

eikxµ(x, k), ãäå µ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)) è ψ|∂D = ϕ. Êðîìå òîãî, èç ñâîéñòâà

ψ|∂D = ϕ ñëåäóåò, ÷òî ðàçíûì ðåøåíèÿì (4.27) ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (4.53).

Øàã 2. Îãðàíè÷åíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.53) äî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.27).

Ïóñòü ψ(x, k) = eikxµ(x, k), µ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)), ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (4.53). Èç âëîæåíèÿ W 1,∞(Rd,Mn(C)) ⊂ C(Rd,Mn(C)) ñëåäóåò, ÷òî ϕ =

ψ|∂D � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ∂D. Ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4.3,

ìîæíî âèäåòü, ÷òî ϕ óäîâëåòâîðÿåò (4.27). Ïîêàæåì, ÷òî ϕ ∈ C2(∂D,Mn(C)).

Èç ôîðìóëû (4.53) ñëåäóåò, ÷òî ψ ∈ C1(Rd,Mn(C)). Òàê êàê ôóíêöèè A1,

. . . , Ad, V èìåþò êîìïàêòíûå íîñèòåëè â îáëàñòè D, òî èç ôîðìóë (4.21), (4.23),

(4.22) è (4.53) ñëåäóåò, ÷òî ψ ∈ C2(Rd \ D,Mn(C)). Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ ïðèíàä-

ëåæèò C2(∂D,Mn(C)).

ßñíî, ÷òî åñëè ψ′ è ψ′′ � äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.53) òàêèå, ÷òî ψ′|∂D 6=
ψ′′|∂D, òî èì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.27). Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, åñëè ψ′|∂D = ψ′′|∂D, òî èç îáñóæäåíèÿ â êîíöå øàãà 1 äîêàçàòåëüñòâà

íàñòîÿùåé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ψ′ = ψ′′ .

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåøåíèÿ ϕ êëàññà C1,β(∂D,Mn(C)) óðàâíåíèÿ (4.27) íà-

õîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðåøåíèÿìè ψ óðàâíåíèÿ (4.53)

òàêèìè, ÷òî ψ(x, k) = eikxµ(x, k), µ ∈ W 1,∞(Rd,Mn(C)). Ëåììà 4.6 äîêàçàíà.
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5 Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ

5.1 Íåëèíåàðèçîâàííûé àëãîðèòì

Ìû ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå (3.9) â R2 ïðè ôèêñèðîâàííîì E > 0. Ìû ïðåä-

ïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû A1, A2, V ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ôóíêöèÿìè, äî-

ñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9) ìû ðàñ-

ñìàòðèâàåì ðåøåíèÿ ðàññåÿíèÿ ψ+(x, k), ïàðàìåòðèçîâàííûå âåêòîðîì k ∈ R2,

k2 = E, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ àñèìïòîòèêîé (3.10) ñ çàðàíåå íåèçâåñòíîé

ôóíêöèåé fA,V , ãäå A = (A1, A2). Ôóíêöèÿ fA,V íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé ðàññå-

ÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9). Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ fA,V îïðåäåëåíà íà òîðåME,

êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (3.11). Â ýòîé ãëàâå ìû ðåøàåì îáðàòíóþ çà-

äà÷ó ðàññåÿíèÿ 3.2, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè êîýôôèöèåíòîâ A è V

ïî àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ fA,V .

Ïóñòü ϕ ∈ C2(R2) è

ϕ = O(|x|−3/2), |x| → ∞. (5.1)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ A è V :{
A→ Aϕ = A+∇ϕ, (5.2a)

V → V ϕ = V − i∆ϕ+ (∇ϕ)2 + 2A∇ϕ, (5.2b)

è ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèé ψ+:

ψ+ → (ψ+)ϕ = e−iϕψ+. (5.3)

Èç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (3.10) äëÿ ôóíêöèè ψ+ è èç ôîðìóëû (5.1)

ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ (ψ+)ϕ òàêæå îáëàäàåò àñèìïòîòèêîé (3.10). Êðîìå òîãî,

ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

LAϕ,V ϕ(ψ+)ϕ = E(ψ+)ϕ, LAϕ,V ϕ = e−iϕLA,V e
iϕ,

ãäå îïåðàòîðû LA,V è LAϕ,V ϕ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (3.1), à e±iϕ îáîçíà-

÷àþò îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà ôóíêöèè e±iϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, fAϕ,V ϕ = fA,V

è çàäà÷à íàõîæäåíèÿ A, V ïî fA,V èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ìû áóäåì

íàçûâàòü ìíîæåñòâî âñåõ ïàð êîýôôèöèåíòîâ (Aϕ, V ϕ), ãäå ϕ ∈ C2(R2) è ϕ

óäîâëåòâîðÿåò (5.1), êàëèáðîâî÷íûì êëàññîì ïàðû êîýôôèöèåíòîâ (A, V ). Äëÿ
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îïðåäåë¼ííîñòè ìû áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó âîññòàíàâëèâëåíèÿ ïàðû êîýôôèöè-

åíòîâ (Adiv, V div) èç êàëèáðîâî÷íîãî êëàññà ïàðû êîýôôèöèåíòîâ (A, V ), îáëà-

äàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî divAdiv = 0.

Ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà èíâàðèàíòíîñòè

àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ fA,V ïî îòíîøåíèþ ê êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì

(5.2a), (5.2b). Óðàâíåíèå (3.9) ïðè n = 1 îïèñûâàåò îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå

çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Ïðè ýòîì ψ � âîëíîâàÿ ôóíê-

öèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, A � ìàãíèòíûé ïîòåíöèàë, à ôóíêöèÿ v, îïðåäåë¼í-

íàÿ â ôîðìóëå (3.8), � ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ

(3.9) îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (5.2a), (5.2b) ÿâëÿåòñÿ îòðà-

æåíèåì ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Âåéëÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó êîíôèãóðàöèè ψ,

A, V è ψϕ, Aϕ, V ϕ îïèñûâàþò îäíó è òó æå ôèçè÷åñêóþ ñèòóàöèþ, ñì. [106].

Âûáîð èç ýòîãî ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êîíôè-

ãóðàöèé êîíôèãóðàöèè ψdiv, Adiv, V div ñ divAdiv = 0 íàçûâàåòñÿ êóëîíîâñêîé

êàëèáðîâêîé ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ fA,V òàêæå èìå-

åò ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Âåëè÷èíà |f(k,Eϑ)|2, ϑ ∈ S1, åñòü ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòè îáíàðóæèòü çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó â íàïðàâëåíèè ϑ ïîñëå âçàèìî-

äåéñòâèÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì, åñëè äî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèöà èìåëà

ôèêñèðîâàííûé èìïóëüñ k (è åñëè ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ~ = 1). Êðîìå òîãî, âå-

ëè÷èíà ∂/∂|k| arg f(k, l), íàçûâàåìàÿ ôàçîâûì ñäâèãîì, èìååò ñìûñë âðåìåííîé

çàäåðæêè, ñ êîòîðîé çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà ïðîõîäèò îò èñòî÷íèêà äî äåòåêòîðà,

è ñâÿçàííîé ñ âçàèìîäåéñòâèåì ÷àñòèöû ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì.

Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèÿ

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕdiv îïðåäåëÿ-

åòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è{
∆ϕdiv(x) = −A(x), x ∈ R2, (5.4a)

ϕdiv(x)→ 0, |x| → ∞, (5.4b)

à ôóíêöèè ϕ± � êàê ðåøåíèÿ çàäà÷∂zϕ−(x) = −1

2
(A1(x)− iA2(x)), x ∈ R2, (5.5a)

ϕ−(x)→ 0, |x| → ∞, (5.5b)



122

∂z̄ϕ+(x) = −1

2
(A1(x) + iA2(x)), x ∈ R2, (5.6a)

ϕ+(x)→ 0, |x| → ∞, (5.6b)

ãäå ∂z è ∂z̄ îáîçíà÷àþò îïåðàòîðû Äîëüáî:

∂z =
1

2

(
∂

∂x1
− i ∂

∂x2

)
, ∂z̄ =

1

2

(
∂

∂x1
+ i

∂

∂x2

)
, x = (x1, x2) ∈ R2. (5.7)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè Adiv, V div è A±, V ± ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè:

Adiv = A+∇ϕdiv, V div = V − i∆ϕdiv + (∇ϕdiv)2 + 2A∇ϕdiv, (5.8a)

A± = A+∇ϕ±, V ± = V − i∆ϕ± + (∇ϕ±)2 + 2A∇ϕ±. (5.8b)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè Adiv, V div è ôóíêöèè A±, V ± ñâÿçàíû ñ ôóíêöèÿìè A, V

êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà (5.2a), (5.2b). Â ñèëó êàëèáðîâî÷íîé

èíâàðèàíòíîñòè àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ f = fA,V , ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà-

÷ó âîññòàíîâëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Adiv, V div è A±, V ± ïî f . Â ïðàêòè÷åñêèõ

çàäà÷àõ ÷àñòî äîñòóïíà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàéòè

A, V ïî Adiv, V div èëè A±, V ±, ñì. �3.2.

Íàì òàêæå ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

z = x1 + ix2, z̄ = x1 − ix2, (5.9)

λ = E−1/2(k1 + ik2), λ′ = E−1/2(l1 + il2), (5.10)

ãäå x = (x1, x2) ∈ R2, k = (k1, k2) ∈ ΣE, l = (l1, l2) ∈ ΣE,

ΣE =
{
m = (m1,m2) ∈ C2 : m2

1 +m2
2 = E

}
, E > 0. (5.11)

Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ

k1 =
1

2
E1/2(λ+ λ−1), k2 =

i

2
E1/2(λ−1 − λ), (5.12a)

l1 =
1

2
E1/2(λ′ + λ′−1), l2 =

i

2
E1/2(λ′−1 − λ′), (5.12b)

exp(ikx) = exp
(
i
2E

1/2(λz̄ + λ−1z)
)
,

ãäå λ, λ′ ∈ C \ 0, z ∈ C, k, l ∈ ΣE.
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Èç ôîðìóë (3.11), (5.10), (5.11), (5.12a) è (5.12b) ñëåäóåò, ÷òî

ΣE
∼= C \ 0,

ΣE ∩ R2 = S1√
E
∼= T,

ME
∼= T × T,

(5.13)

ãäå S1
r =

{
m ∈ R2 : |m| = r

}
è T =

{
λ ∈ C : |λ| = 1

}
. Ñ ó÷¼òîì ââåä¼ííûõ

îáîçíà÷åíèé, ôóíêöèè ψ+ è f èç ôîðìóëû (3.10) ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê

ψ+ = ψ+(z, λ, E), f = f(λ, λ′, E), (5.14)

ãäå λ, λ′ ∈ T , z ∈ C, E > 0. Ìû ãîòîâû ê ôîðìóëèðîâêå àëãîðèòìà ïðèáëè-

æ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 3.2.

Àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ

Äëÿ ïðèáëèæ¼ííîãî íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Adiv, V div èç ôîðìóëû (5.8a)

è êîýôôèöèåíòîâ A±, V ± èç ôîðìóëû (5.8b) íà R2 ïî àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ f

èç ôîðìóëû (3.14) íàME ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñõåìó:

f
1−→ h±

2−→ µ+ 3−→ µ±
4−→ A±appr, V

±
appr

5−→ Adiv
appr, V

div
appr (5.15)

Ñõåìà âîññòàíîâëåíèÿ (5.15) ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

Øàã 1. Íàéòè ôóíêöèè h±(λ, λ′, E), λ, λ′ ∈ T , èç ñëåäóþùèõ ëèíåéíûõ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

h±(λ, λ′, E)− πi
∫
T

h±(λ, λ′′, E)χ

(
±i
[
λ

λ′′
− λ′′

λ

])
×

×f(λ′′, λ′, E) |dλ′′| = f(λ, λ′, E),

(5.16)

ãäå |dλ′′| îáîçíà÷àåò óãëîâóþ ìåðó íà T , à χ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

χ(s) =

1, s ≥ 0

0, s < 0.
(5.17)

Øàã 2. Ðàçðåøèòü ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî µ+(z, λ, E),
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z ∈ C, λ ∈ T :

µ+(z, λ, E) +

∫
T

B(λ, λ′, z, E)µ+(z, λ′, E) |dλ′| = 1, (5.18)

ãäå ôóíêöèÿ B îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

B(λ, λ′, z, E) =
1

2

∫
T

h−(ζ, λ′, z, E)χ

(
−i
[
ζ

λ′
− λ′

ζ

])
dζ

ζ − λ(1− 0)
−

−1

2

∫
T

h+(ζ, λ′, z, E)χ

(
i

[
ζ

λ′
− λ′

ζ

])
dζ

ζ − λ(1 + 0)
, (5.19)

h±(λ, λ′, z, E)
def
== h±(λ, λ′, E)×

× exp

(
−i
√
E

2

(
(λ− λ′)z̄ + (λ−1 − λ′−1)z

))
,

(5.20)

è λ, λ′ ∈ T , z ∈ C.

Øàã 3. Îïðåäåëÿåì ôóíêöèè µ±(z, λ, E), z ∈ C, λ ∈ T , ïî ôîðìóëàì

µ±(z, λ, E) = µ+(z, λ, E) + πi

∫
T

h±(λ, λ′, z, E)×

×χ
(
±i
[
λ

λ′
− λ′

λ

])
µ+(z, λ′, E) |dλ′|,

(5.21)

ãäå ôóíêöèè h±(λ, λ′, z, E) îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (5.16), à χ îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (5.17).

Øàã 4. Ôóíêöèè A−appr,j(x,E) è V −appr(x,E), x ∈ R2, j = 1, 2, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìó-

ëàì

A−appr,1(x,E) =
i

4
a−z (z, E), A−appr,2(x,E) =

1

4
a−z (z, E),

a−z (z, E) = 4∂z̄ ln

∫
T

µ+(z, ζ, E) |dζ|,

V −appr(x,E) =

√
E

π

∫
T

∂zµ−(z, ζ, E) dζ;

(5.22)

à ôóíêöèè A+
appr,j(x,E) è V +

appr(x,E), x ∈ R2, j = 1, 2, íàõîäÿòñÿ ïî ôîð-
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ìóëàì

A+
appr,1(x,E) =

i

4
a+
z̄ (z, E), A+

appr,2(x,E) = −1

4
a+
z̄ (z, E),

a+
z̄ (z, E) = −4∂z ln

∫
T

µ+(z, ζ, E) |dζ|,

V +
appr(x,E) = 2i

√
E∂z̄

(∫
T

µ+(z, ζ, E)
dζ

ζ2

/ ∫
T

µ+(z, ζ, E)
dζ

ζ

)
,

(5.23)

ãäå z îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.9).

Øàã 5. Ôóíêöèè Adiv
appr,j(x,E) è V div

appr(x,E), x ∈ R2, j = 1, 2, íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìó-

ëàì

Adiv
appr,1(x,E) =

i

8
(a−z (z, E) + a+

z̄ (z, E)),

Adiv
appr,2(x,E) =

1

8
(a−z (z, E)− a+

z̄ (z, E)),

V div
appr(x,E) =

1

2

(
V −appr(x,E) + V +

appr(z, E)
)
− 1

8
a−z (z, E)a+

z̄ (z, E),

(5.24)

ãäå z îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.9), à ôóíêöèè a−z , a
+
z̄ , V

±
appr îïðåäåëåíû â

ôîðìóëàõ (5.22) è (5.23).

Ìû âûâîäèì ýòîò àëãîðèòì â �5.3. Âûâîä ýòîãî àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ

îñíîâàí íà íåëîêàëüíîé çàäà÷å Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà è íà ìåòîäå ∂̄-óðàâíåíèÿ. Â

ñëó÷àå A = 0 ýòîò àëãîðèòì ñâîäèòñÿ ê àëãîðèòìó ïðèáëèæ¼ííîãî íàõîæäåíèÿ

V íà R2 ïî àìïëèòóäå ðàññåÿíèÿ f íàME èç ðàáîòû [99]. Àëãîðèòì èç ñòàòüè

[99] ñîäåðæèò âûøåóêàçàííûå øàãè 1, 2, 3 è ôîðìóëó Vappr = V −appr, ãäå V
−
appr

îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.22). Êàñàòåëüíî ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èç

ðàáîòû [99], ñì. [90].

Ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê óïðîùåí¼ííàÿ è óñî-

âåðøåíñòâîâàííàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà, óïîìèíàþùåãîñÿ â [57, ñ. 457]. Â ÷àñòíî-

ñòè, íàõîæäåíèå µ± ïî h± â ðàáîòå [57] îñóùåñòâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûì ñïîñî-

áîì. Êðîìå òîãî, àëãîðèòì èç ðàáîòû [57] ïðèâîäèòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ

A1 = A1, A2 = A2, −2i divA+ V = V,

òî åñòü êîãäà îïåðàòîð LA,V ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæ¼ííûì. Â ïðèâåä¼ííîì íàìè

àëãîðèòìå ýòî òðåáîâàíèå íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì.
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Ñâîéñòâà àëãîðèòìà

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ìû ïðèâåä¼ì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè

óðàâíåíèé (5.16) è (5.18). Íàì ïîòðåáóåòñÿ ââåñòè íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü

‖u1‖L2(T ) =

(∫
T

|u1(λ)|2 |dλ|
)1/2

,

‖u2‖L2(T 2) =

(∫
T 2

|u2(λ, λ
′)|2 |dλ| |dλ′|

)1/2

, T 2 = T × T,
(5.25)

ãäå u1 è u2 � èçìåðèìûå ôóíêöèè íà T è T 2 ñîîòâåòñòâåííî. ×åðåç L2(T )

è L2(T 2) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà T è T 2 ñ êîíå÷íûìè

íîðìàìè ‖ · ‖L2(T ) è ‖ · ‖L2(T 2) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü E > 0 è z ∈ C çàôèêñèðîâàíû. Ïóñòü

‖f‖L2(T 2) <
1

6π
, (5.26)

ãäå f = f(λ, λ′, E). Òîãäà óðàâíåíèÿ (5.16) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû îòíîñèòåëü-

íî h±(·, ·, E) ∈ L2(T 2), à óðàâíåíèå (5.18) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî

µ+(z, ·, E) ∈ L2(T ). Êðîìå òîãî,∫
T

µ+(z, λ, E) |dλ| 6= 0 äëÿ âñåõ z ∈ C, (5.27)

à ôóíêöèè Adiv
appr,j, V

div
appr è A

±
appr,j, V

±
appr îãðàíè÷åíû íà R2, j = 1, 2.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (5.26) ÿâëÿåòñÿ ëèøü äîñòàòî÷íûì äëÿ îäíîçíà÷íîé

ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (5.16) è (5.18), âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (5.27) è îãðà-

íè÷åííîñòè ôóíêöèé Adiv
appr,j, V

div
appr è A

±
appr,j, V

±
appr, j = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.1. Èç óñëîâèÿ (5.26) ñëåäóåò îäíîçíà÷íàÿ ðàç-

ðåøèìîñòü óðàâíåíèé (5.16) îòíîñèòåëüíî h± ∈ L2(T 2). Êðîìå òîãî, èìåþò ìå-

ñòî îöåíêè

‖h±‖L2(T 2) <
‖f‖L2(T 2)

1− π‖f‖L2(T 2)
,

‖B‖L2(T 2) <
2π‖f‖L2(T 2)

1− π‖f‖L2(T 2)
, (5.28)
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ãäå B îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.19) (ïðè ôèêñèðîâàííûõ z è E).

Èç ôîðìóë (5.26) è (5.28) ñëåäóåò, ÷òî ‖B‖L2(T 2) < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâ-

íåíèå (5.18) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî µ+ ∈ L2(T ) è ñïðàâåäëèâû

îöåíêè

‖µ+‖L2(T ) <
(2π)1/2

1− ‖B‖L2(T 2)
, ‖µ+ − 1‖L2(T ) <

(2π)1/2‖B‖L2(T 2)

1− ‖B‖L2(T 2)
,

‖µ± − 1‖L2(T ) <
3π(2π)1/2‖f‖L2(T 2)

1− 3π‖f‖L2(T 2)
, (5.29)

ãäå ôóíêöèè µ±(z, ·, E) îïðåäåëÿþòñÿ â ôîðìóëå (5.21).

Èç îöåíîê (5.26), (5.29) è ôîðìóë (5.23), (5.24) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (5.27)

è îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèé Adiv
appr,j, V

div
appr è A

±
appr,j, V

±
appr íà R2.

Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü f ∈ L2(T 2) ïðè ôèêñèðîâàííîì E > 0. Ïðåäïîëîæèì,

÷òî f óäîâëåòâîðÿåò (5.26) è f ∈ C∞(T 2). Ïóñòü Adiv
appr è V div

appr ïîñòðîåíû

ïî ôóíêöèè f ñ ïîìîùüþ âûøåóêàçàííîãî àëãîðèòìà. Òîãäà Adiv
appr,1, A

div
appr,2,

V div
appr îãðàíè÷åíû íà R2 è óáûâàþò íà áåñêîíå÷íîñòè. Êðîìå òîãî, f ÿâëÿåòñÿ

àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9) ñ A = Adiv
appr(x,E) è V = V div

appr(x,E).

Çàìåòèì, ÷òî òðåáîâàíèå íà ãëàäêîñòü ôóíêöèè f â òåîðåìå 5.1 ÿâëÿåòñÿ

ñèëüíî çàâûøåííûì. Ïðè ýòîì òðåáîâàíèè ôóíêöèè Adiv
appr,1, A

div
appr,2 è V

div
appr èç

òåîðåìû 5.1 îêàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííî àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè x ∈ R2.

Êðîìå òîãî, òðåáîâàíèå 5.26 òàêæå ÿâëÿåòñÿ çàâûøåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.1 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó [57, Theorem 9.2] â

ñëó÷àå A = 0, è ìû íå áóäåì åãî ïîâòîðÿòü.

5.2 Àëãîðèòì â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè

Åñëè êîýôôèöèåíòû A è V óðàâíåíèÿ (3.9) ìàëû, òî èñõîäÿ èç èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé (3.12) è (3.14), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû áîðíîâñêîãî ïðè-

áëèæåíèÿ:

ψ+(x, k) ≈ eikx, ∇ψ+(x, k) ≈ eikxik,

f(k, l) ≈ f lin(k, l),
(5.30)

f lin(k, l) = (2π)−2

∫
R2

ei(k−l)x
(
2kA(x) + V (x)

)
dx, (5.31)
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ãäå x ∈ R2, (k, l) ∈ME. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f lin èíâàðèàíòíà ïî îòíîøåíèþ

ê êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì{
A→ A+∇ϕ, (5.32a)

V → V − i∆ϕ, (5.32b)

äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíîé ôóíêöèè ϕ íà R2, áûñòðî óáûâàþùåé íà

áåñêîíå÷íîñòè. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé èíâàðèàíòíîñòè äîñòàòî÷íî âîñïîëü-

çîâàòüñÿ â îïðåäåëåíèè (5.31) èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è ñîîòíîøåíèåì k2−
l2 = 0. Ìû ðàññìàòðèâàåì ïðåîáðàçîâàíèå (5.32a), (5.32b) êàê ëèíåàðèçàöèþ

ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.2a), (5.2b) ïðè ìàëûõ A, V è ϕ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ ëèíåàðèçîâàííóþ îáðàò-

íóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.9).

Çàäà÷à 5.1. Ïóñòü çàäàíà ëèíåàðèçîâàííàÿ àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ f lin íàME

ïðè ôèêñèðîâàííîì E > 0. Íàéòè êîýôôèöèåíòû A è V íà R2 (ïî ìîäóëþ

êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (5.32a), (5.32b)).

Çàìåòèì, ÷òî äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïîòåíöèàëàõ A è V â çàäà÷å

5.1 ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò êàëèáðîâî÷íîé íååäèíñòâåííîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ

åäèíñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü âåùåñòâåííîñòè A è V .

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à 5.1 ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ëèíåàðèçàöèÿ

çàäà÷è 3.2 ïðè ìàëûõ A è V .

Äëÿ èçó÷åíèÿ çàäà÷è 5.1 óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Îïðåäåëèì

ôóíêöèè Adiv,0 è V div,0 ôîðìóëàìè

Adiv,0(x) = A(x) +∇ϕdiv(x), (5.33a)

V div,0(x) = V (x)− i∆ϕdiv(x), (5.33b)

ãäå x ∈ R2, à ϕdiv îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è (5.4a), (5.4b). Ôóíêöèè A±,0

è V ±,0 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

A±,0(x) = A(x) +∇ϕ±(x), (5.34a)

V ±,0(x) = V (x)− i∆ϕ±(x), (5.34b)

ãäå x ∈ R2, à ϕ− è ϕ+ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèÿ çàäà÷ (5.5a), (5.5b) è (5.6a),
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(5.6b) ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

divAdiv,0(x) = 0,

A±,01 (x)± iA±,02 (x) = 0,

ãäå x ∈ R2, A±,0 = (A±,01 , A±,02 ).

Îïðåäåëåíèå (5.31) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå ñèñòåìû:

f lin(k, l)− f lin(−l,−k) = 2(k + l)Â(k − l), (5.35a)

f lin(k, l) + f lin(−l,−k) = 2(k − l)Â(k − l) + 2V̂ (k − l), (5.35b)

ãäå (k, l) ∈ME, à Â è V̂ îáîçíà÷àþò îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

Â(p) = (2π)−2

∫
R2

eipxA(x) dx, V̂ (p) = (2π)−2

∫
R2

eipxV (x) dx. (5.36)

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî

(k, l) ∈ME =⇒ k − l ∈ B2
√
E,

p ∈ B2
√
E =⇒ p = k − l äëÿ íåêîòîðûõ (k, l) ∈ME,

(5.37)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

Br = {p ∈ R2 : |p| ≤ r}, r > 0. (5.38)

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü íîðìó ‖ · ‖N,σ è ïðîñòðàíñòâà CN,σ(R2), îïðåäåë¼ííûå

â ôîðìóëå (2.13). Çàìåòèì, ÷òî åñëè A1, A2, V ∈ C0,σ(R2) ïðè íåêîòîðîì σ > 2

è ‖A1‖0,σ ≤ q, ‖A2‖0,σ ≤ q, ‖V ‖0,σ ≤ q, òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ψ+(x, k) = eikx +O(q), ∇ψ+(x, k) = eikxik +O(q),

f(k, l) = f lin(k, l) +O(q2), q → +0,
(5.39)

ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R2 è (k, l) ∈ME ïðè ôèêñèðîâàííîì E > 0.

Ìû òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

‖A‖N,σ = max
(
‖A1‖N,σ, ‖A2‖N,σ

)
, A = (A1, A2). (5.40)

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü A1, A2, V âåùåñòâåííîçíà÷íû è ïóñòü A1, A2, V ∈
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CN,σ(R2) ïðè íåêîòîðûõ N ≥ 3, σ > 2. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû

ðåøåíèÿ çàäà÷è 5.1:

Â(k − l) =
f lin(k, l)− f lin(l, k)

2

k − l
|k − l|2

+
f lin(k, l)− f lin(−l,−k)

2

k + l

|k + l|2
,

V̂ (k − l) =
f lin(l, k) + f lin(−l,−k)

2
, (5.41)

ãäå (k, l) ∈ME, à ôóíêöèè Â è V̂ îïðåäåëåíû â ôîðìóëå (5.36);

A(x) = Aappr(x,E) + Aerr(x,E), x ∈ R2, E > 0,

Aappr(x,E) =

∫
|p|≤2

√
E

e−ipxÂ(p) dp, Aerr(x,E) =

∫
|p|≥2

√
E

e−ipxÂ(p) dp, (5.42a)

V (x) = Vappr(x,E) + Verr(x,E), x ∈ R2, E > 0,

Vappr(x,E) =

∫
|p|≤2

√
E

e−ipxV̂ (p) dp, Verr(x,E) =

∫
|p|≥2

√
E

e−ipxV̂ (p) dp, (5.42b)

ãäå Â(p) è V̂ (p) ïðè |p| ≤ 2
√
E îïðåäåëÿþòñÿ ïî çíà÷åíèÿì f lin íà ME â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (5.37), (5.41), è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|Aerr,j(x,E)| ≤ c1(N, σ)‖Aj‖N,σE−
N−2
2 , (5.43a)

|Verr(x,E)| ≤ c1(N, σ)‖V ‖N,σE−
N−2
2 , (5.43b)

ãäå x ∈ R2, j = 1, 2, Aerr = (Aerr,1, Aerr,2), E ≥ 1
4 è

c1(N, σ) =
4

(N − 2)(σ − 2)
. (5.44)

Òåîðåìà 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1, A2, V ∈ CN,σ(R2) ïðè íåêîòîðûõ N ≥ 4

è σ > 2. Ïóñòü Adiv,0 è V div,0 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (5.33a) è (5.33b). Òîãäà

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è 5.1:

Âdiv,0(k − l) =
f lin(k, l)− f lin(−l,−k)

2

k + l

|k + l|2
,

V̂ div,0(k − l) =
f lin(k, l) + f lin(−l,−k)

2
,

(5.45)
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ãäå (k, l) ∈ ME, à Â
div,0 è V̂ div,0 îáîçíà÷àþò îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ôóíêöèé Adiv,0 è V div,0 (ñì. ôîðìóëó (5.36));

Adiv,0(x) = Adiv,0
appr (x,E) + Adiv,0

err (x,E), x ∈ R2, E > 0,

Adiv,0
appr (x,E) =

∫
|p|≤2

√
E

e−ipxÂdiv,0(p) dp, Adiv,0
err (x,E) =

∫
|p|≥2

√
E

e−ipxÂdiv,0(p) dp, (5.46a)

V div,0(x) = V div,0
appr (x,E) + V div,0

err (x,E), x ∈ R2, E > 0,

V div,0
appr (x,E) =

∫
|p|≤2

√
E

e−ipxV̂ div,0(p) dp, V div,0
err (x,E) =

∫
|p|≥2

√
E

e−ipxV̂ div,0(p) dp, (5.46b)

ãäå Âdiv,0(p) è V̂ div,0(p) ïðè |p| ≤ 2
√
E íàõîäÿòñÿ ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè f lin

íàME â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (5.37), (5.45), è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|Adiv,0
err,j (x,E)| ≤ (1 +

√
2)c1(N, σ)‖A‖N,σE−

N−2
2 , (5.47a)

|V div,0
err (x,E)| ≤ c1(N, σ)

(
‖V ‖N,σE−

N−2
2 +

√
2‖A‖N,σE−

N−3
2

)
, (5.47b)

ãäå x ∈ R2, j = 1, 2, E ≥ 1
4, A

div,0
err = (Adiv,0

err,1, A
div,0
err,2), à c1(N, σ) îïðåäåëåíî â

ôîðìóëå (5.44). Êðîìå òîãî, åñëè divA = 0, òî Adiv,0 = A è V div,0 = V .

Òåîðåìà 5.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1, A2, V ∈ CN,σ(R2) ïðè íåêîòîðûõ N ≥ 4

è σ > 2. Ïóñòü ôóíêöèè A±,0 è V ±,0 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (5.34a)�(5.34b).

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ôîðìóëû ðåøåíèÿ çàäà÷è 5.1:

Â±,01 (k − l) =
1

2

f(k, l)− f(−l,−k)

k1 + l1 ± i(k2 + l2)
, Â±,02 (k − l) = ±iÂ±,01 (k − l),

V̂ ±,0(k − l) =
(l1 ± il2)f(k, l) + (k1 ± ik2)f(−l,−k)

k1 + l1 ± i(k2 + l2)
,

(5.48)

ãäå (k, l) ∈ ME, à Â
±,0 è V̂ ±,0 îáîçíà÷àþò îáðàòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ôóíêöèé A±,0 è V ±,0 (ñì. ôîðìóëó (5.36));

A±,0(x) = A±,0appr(x,E) + A±,0err (x,E), x ∈ R2, E > 0,

A±,0appr(x,E) =

∫
|p|≤2

√
E

e−ipxÂ±,0(p) dp, A±,0err (x,E) =

∫
|p|≥2

√
E

e−ipxÂ±,0(p) dp, (5.49a)
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V ±,0(x) = V ±,0appr(x,E) + V ±,0err (x,E), x ∈ R2, E > 0,

V ±,0appr(x,E) =

∫
|p|≤2

√
E

e−ipxV̂ ±,0(p) dp, V ±,0err (x,E) =

∫
|p|≥2

√
E

e−ipxV̂ ±,0(p) dp, (5.49b)

ãäå Â±,0(p) è V̂ ±,0(p) ïðè |p| ≤ 2
√
E âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f lin

íàME â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (5.37), (5.48), è âåðíû îöåíêè

|A±,0err,j(x,E)| ≤ (1 +
√

2)c1(N, σ)‖A‖N,σE−
N−2
2 , (5.50a)

|V ±,0err (x,E)| ≤ c1(N, σ)

(
‖V ‖N,σE−

N−2
2 +

√
2‖A‖N,σE−

N−3
2

)
, (5.50b)

ãäå x ∈ R2, j = 1, 2, A±,0err = (A±,0err,1, A
±,0
err,2), ‖A‖N,σ îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå

(5.40), à c1(N, σ) � â ôîðìóëå (5.44). Êðîìå òîãî, åñëè A1 ± iA2 = 0, òî

A = A±,0, V = V ±,0.

Òåîðåìû 5.2, 5.3 è 5.4 äîêàçûâàþòñÿ â �5.4.

Â äâóõ ñëåäóþùèõ ïðåäëîæåíèÿõ ìû ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëû ðåøåíèÿ ëè-

íåàðèçîâàííîé îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 5.1, ïðèâîäèìûå â òåîðåìàõ 5.3 è

5.4, ìîãóò áûòü òàêæå ïîëó÷åíû ëèíåàðèçàöèåé àëãîðèòìà èç �5.1 â ñëó÷àå

ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ A è V . Ïóñòü çàäàíà èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f íà ME,

f = f(λ, λ′, E), (λ, λ′) ∈ T 2, ïðè ôèêñèðîâàííîì E è ïóñòü

‖f‖L2(T 2) ≤ ε, (5.51)

ãäå íîðìà ‖ · ‖L2(T 2) îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (5.25).

Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò (5.51) ïðè

ôèêñèðîâàííîì E > 0. Òîãäà ïðè ε → +0 àëãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ èç �5.1

ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì ïðè ôèêñèðîâàííîì E > 0:

A±appr,j(x,E) = A ±
appr,j(x,E) +O(ε2), j = 1, 2,

V ±appr(x,E) = V ±appr(x,E) +O(ε2),
(5.52a)

Adiv
appr(x,E) = A div

appr,j(x,E) +O(ε2), j = 1, 2,

V div
appr(x,E) = V div

appr(x,E) +O(ε2),
(5.52b)

ãäå O(ε2) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàâíîìåðíîì ñìûñëå ïî ïåðåìåííîé x ∈ R2, ôóíê-
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öèè A −
appr,j, V −appr íàõîäÿòñÿ ïî ôóíêöèè f èç ôîðìóë

A −
appr,1(x,E) = − i

4

√
E

∫
T 2

sgn

(
1

i

[
λ

λ′
− λ′

λ

])
(λ− λ′)f̃ |dλ| |dλ′|, (5.53a)

A −
appr,2(x,E) = −iA −

appr,1(x,E), (5.53b)

V −appr(x,E) = i
E

2

∫
T 2

(1− λλ′) sgn

(
1

i

[
λ

λ′
− λ′

λ

])
f̃ |dλ| |dλ′|, (5.53c)

ôóíêöèè A +
appr,j è V +

appr � èç ôîðìóë

A +
appr,1(x,E) =

i

4

√
E

∫
T 2

sgn

(
1

i

[
λ

λ′
− λ′

λ

])
(λ− λ′)f̃ |dλ| |dλ′|, (5.54a)

A +
appr,2(x,E) = iA +

appr,1(x,E), (5.54b)

V +
appr(x,E) = −iE

2

∫
T 2

(1− λλ′) sgn

(
1

i

[
λ

λ′
− λ′

λ

])
f̃ |dλ| |dλ′|, (5.54c)

à ôóíêöèè A div
appr,j è V div

appr � èç ôîðìóë

A div
appr,j(x,E) =

1

2

(
A +

appr,j(x,E) + A −
appr,j(x,E)

)
, j = 1, 2, (5.55a)

V div
appr(x,E) =

E

2

∫
T 2

∣∣∣∣ 1

2i

(
λ

λ′
− λ′

λ

)∣∣∣∣ f̃ |dλ| |dλ′|, (5.55b)

ãäå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

f̃ = f(λ, λ′, E) exp

(
−i
√
E

2

(
(λ− λ′)z̄ + (λ−1 − λ′−1)z

))
,

λ ∈ T , λ′ ∈ T , à z è z̄ îïðåäåëÿþòñÿ â ôîðìóëå (5.9).

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1, A2, V ∈ C2,σ(R2) ïðè êîòîðîì

σ > 2. Ïóñòü f lin îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå (5.31) è ïóñòü ôóíêöèè Adiv,0
appr,j, V

div,0
appr ,

A±,0appr,j, V
±,0
appr, j = 1, 2, îïðåäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè f lin ïî ôîðìóëàì

(5.45), (5.46a), (5.46b), (5.48), (5.49a), (5.49b). Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíê-

öèè A div
appr,j, V div

appr, A ±
appr,j, V ±appr, j = 1, 2, îïðåäåëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè

f = f lin ïî ôîðìóëàì (5.53a)�(5.55b). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
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Adiv,0
appr,j(x,E) = A div

appr,j(x,E),

V div,0
appr (x,E) = V div

appr(x,E),
(5.56a)

A±,0appr,j(x,E) = A ±
appr,j(x,E),

V ±,0appr(x,E) = V ±appr(x,E),
(5.56b)

ãäå x ∈ R2, j = 1, 2, E > 0.

Ïðåäëîæåíèÿ 5.2 è 5.3 äîêàçûâàþòñÿ â �5.5.

5.3 Âûâîä íåëèíåàðèçîâàííîãî àëãîðèòìà

Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Äëÿ âûâîäà àëãîðèòìà èç �5.1 íàì ïîíàäîáÿòñÿ ôóíêöèè ψ è h èç ôîðìóë (3.15),

(3.17), à òàêæå ôóíêöèè G è g èç ôîðìóëû (3.16).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ψ(·, k) ÿâëÿþòñÿ ¾ðàñòóùèìè ðåøåíèÿìè¿ óðàâíåíèÿ

(3.9) â òåðìèíàõ ðàáîòû [107], ïàðàìåòðèçîâàííûìè âåêòîðàìè k ∈ ΣE \R2, ãäå

ΣE îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.11). Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ G íàçûâàåòñÿ â ëèòåðà-

òóðå ôóíêöèåé Ãðèíà�Ôàääååâà äëÿ îïåðàòîðà ∆ + k2. Âïåðâûå ýòà ôóíêöèÿ

áûëà îïðåäåëåíà â ðàáîòå [107].

Óðàâíåíèå (3.15) äëÿ ψ è ôîðìóëà (3.17) äëÿ h ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè íà

ñëó÷àé êîìïëåêñíîãî k óðàâíåíèÿ (3.12) äëÿ ψ+ è ôîðìóëû (3.14) äëÿ f .

Çàìåòèì, ÷òî

k, l ∈ ΣE \ R2, Im k = Im l =⇒ l = k èëè l = −k. (5.57)

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ h èç ôîðìóëû (3.17) ìîæåò áûòü çàäàíà ïîñðåäñòâîì

äâóõ ôóíêöèé

a(k) = h(k, k), b(k) = h(k,−k), k ∈ ΣE \ R2. (5.58)

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïðè êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ (5.2a), (5.2b) ôóíêöèè

a è b íå èçìåíÿþòñÿ, à ôóíêöèè ψ è µ = e−ikxψ ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó

ψ → e−iϕψ, µ→ e−iϕµ. (5.59)
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Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ (5.9) è (5.10). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèìè îáî-

çíà÷åíèÿìè, ôóíêöèè ψ+ è f ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå (5.14), à êîýôôèöè-

åíòû A1, A2, V óðàâíåíèÿ (3.9) è ôóíêöèè ψ, µ = e−ikxψ, b èç ôîðìóë (3.15) è

(5.58) � â âèäå

A1 = A1(z), A2 = A2(z), V = V (z),

ψ = ψ(z, λ, E), µ = µ(z, λ, E), b = b(λ,E), λ ∈ C \ (T ∪ 0),
(5.60)

ãäå z ∈ C, E > 0.

Ìû ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäàåò ôóíêöèÿ ψ (èëè µ = e−ikxψ)

ïðè ôèêñèðîâàííûõ z ∈ C è E > 0 (ñì. [57, ñ. 448]), êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì

â äàëüíåéøåì. Ôóíêöèÿ µ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ∂̄-óðàâíåíèþ:

∂

∂λ
µ(z, λ, E) = r(λ, z, E)µ

(
z,−1

λ
,E
)
, (5.61)

r(λ, z, E) = exp

(
−i
√
E

2

(
λz +

z

λ
+ λz +

z

λ

))
×

×π
λ

sgn
(
λλ− 1

)
b(λ,E).

ãäå λ ∈ C \ (T ∪ 0). Ôóíêöèÿ µ èìååò ïðåäåëû ïðè λ→∞ è λ→ 0:

µ(z, λ, E) = µ−0 (z) + o(1), λ→∞,
µ(z, λ, E) = µ+

0 (z) + o(1), λ→ 0,
(5.62)

ãäå ôóíêöèè µ±0 (z) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ çàäà÷:
(

∂

∂x1
± i ∂

∂x2

)
µ±0 (z) = −i

(
A1(z)± iA2(z)

)
µ±0 (z), z ∈ C, (5.63a)

µ±0 (z)→ 1, z →∞. (5.63b)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ± è µ± ñêà÷êè ôóíêöèé ψ è µ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè:

ψ±(z, λ, E) = ψ(z, λ(1∓ 0), E),

µ±(z, λ, E) = µ(z, λ(1∓ 0), E),
(5.64)
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ãäå λ ∈ T . Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

ψ±(z, λ, E) = ψ+(z, λ, E) + πi

∫
T

h±(λ, λ′′, E)χ

(
±i
[
λ

λ′′
− λ′′

λ

])
×

×ψ+(z, λ′′, E) |dλ′′|
(5.65)

ãäå λ ∈ T , ψ+ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.9), îïðåäåëÿåìîå àñèìïòîòèêîé (3.10),

ôóíêöèè h± îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.16), à χ çàäà¼òñÿ ôîðìó-

ëîé (5.17).

Áîëåå òî÷íî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü E îïðåäåëåíî â

ôîðìóëå (4.3), E+ è E− � â ôîðìóëå (4.4) ïðè γ = 1 è γ = −1 ñîîòâåòñòâåííî,

è ïóñòü k1, k2 îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.12a).

1. Ïóñòü k =
(
k1(λ,E), k2(λ,E)

)
6∈ E ïðè ôèêñèðîâàííîì λ ∈ C \ (T ∪ 0).

Òîãäà ñïðàâåäëèâî (5.61).

2. Ïóñòü k =
(
k1(λ(1 ∓ 0), E), k2(λ(1 ∓ 0), E)

)
6∈ E∓ ïðè ôèêñèðîâàííîì

λ ∈ T . Òîãäà ñïðàâåäëèâî (5.65).

Â ÷àñòíîñòè, ýòè óñëîâèÿ âûïîëíåíû, åñëè êîýôôèöèåíòû A1, A2 è V óðàâíåíèÿ

(3.9) ìàëû ïðè ôèêñèðîâàííîì E.

Âîññòàíîâëåíèå A è V ïî f è b

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ (5.5a)�(5.5b), (5.6a)�(5.6b) è (5.8b) ôóíêöèé ϕ−, ϕ+ è

A±, V ±, ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèé f è b ïî îòíîøåíèþ ê êàëèáðî-

âî÷íûì ïðîáðàçîâàíèÿì (5.2a), (5.2b), à òàêæå ôîðìóëû (5.3) è (5.59), ìîæíî

âèäåòü, ÷òî

Ïðè ïåðåõîäå îò êîýôôèöèåíòîâ A, V ê A+, V + (ñîîòâ. A−, V −)

â óðàâíåíèè (3.9) ôóíêöèÿ µ+
0 (ñîîòâ. µ−0 ) èç ôîðìóëû (5.62)

îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó.

(5.66)

Èç ñâîéñòâ (5.61)�(5.66) ôóíêöèé µ è ψ âûòåêàåò ñëåäóþùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ

îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ 3.2 ïî ôóíêöèÿì f è b. Ïóñòü îïåðàòîðû ∂z è ∂z̄
îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (5.7).

Øàã 1. Íàéòè ôóíêöèè µ è ψ, óäîâëåòâîðÿþùèå (5.61)�(5.62) è (5.64)�(5.65) ñ

çàðàíåå íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ψ+ â óðàâíåíèè (5.65), ñ÷èòàÿ, ÷òî µ−0 ≡ 1

è µ(z, ·, E) ∈ C(C \ T ).
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Øàã 2. Íàéòè A− è V − ïî ôîðìóëàì

A−1 (z)− iA−2 (z) = 0, A−1 (z) + iA−2 (z) = 2i∂z̄ lnµ+
0 (z), (5.67a)

V −(z)ψ(z, λ, E) =
(
4∂z∂z̄+

+2i
(
A−1 (z) + iA−2 (z)

)
∂z + E

)
ψ(z, λ, E),

(5.67b)

ãäå z ∈ C, λ ∈ C \ (T ∪ 0).

Ýêâèâàëåíòíûì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

Øàã 1'. Íàéòè ôóíêöèè µ è ψ, óäîâëåòâîðÿþùèå (5.61)�(5.62) è (5.64)�(5.65) ñ

çàðàíåå íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ψ+ â óðàâíåíèè (5.65), ñ÷èòàÿ, ÷òî µ+
0 ≡ 1

è µ(z, ·, E) ∈ C(C ∪∞ \ T ).

Øàã 2'. Íàéòè A+ è V + ïî ôîðìóëàì

A+
1 (z)− iA+

2 (z) = 2i∂z lnµ−0 (z), A+
1 (z) + iA+

2 (z) = 0, (5.68a)

V +(z)ψ(z, λ, E) =
(
4∂z∂z̄+

+2i
(
A+

1 (z)− iA+
2 (z)

)
∂z̄ + E

)
ψ(z, λ, E),

(5.68b)

ãäå z ∈ C, λ ∈ C \ (T ∪ 0).

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (5.67a) ñëåäóåò èç ôîðìóë (5.63a), (5.63b) ïðè µ−0 ≡ 1,

à ôîðìóëà (5.68a) ñëåäóåò èç ôîðìóë (5.63a), (5.63b) ïðè µ+
0 ≡ 1. Ôîðìóëà

(5.67b) (ñîîòâ. (5.68b)) ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (3.9), çàïèñàííîãî äëÿ ôóíêöèè ψ,

ñîîòâåòñòâóþùåé êîýôôèöèåíòàì A−, V − (ñîîòâ. A+, V +). Òàêæå çàìåòèì, ÷òî

ôóíêöèè ψ, µ, µ+
0 , îïðåäåë¼ííûå íà øàãàõ 1 è 2, è ôóíêöèè ψ = ψ′, µ = µ′, µ−0 ,

îïðåäåë¼ííûå íà øàãàõ 1', 2', ñâÿçàíû ôîðìóëàìè

ψ′(z, λ, E) =
(
µ+

0 (z)
)−1

ψ(z, λ, E),

µ′(z, λ, E) =
(
µ+

0 (z)
)−1

µ(z, λ, E), µ−0 (z) =
(
µ+

0 (z)
)−1

,
(5.69)

ãäå z ∈ C, λ ∈ C \ (T ∪ 0).

Âîññòàíîâèâ ôóíêöèè A−, V − èëè A+, V +, ìû ìîæåì ïåðåéòè ê äðóãèì

êàëèáðîâêàì ïîñðåäñòâîì ôîðìóë (5.2a), (5.2b). Â ÷àñòíîñòè, ìû ìîæåì íàéòè

ôóíêöèè Adiv è V div èç ôîðìóëû (5.8a).

Çàìåòèì, ÷òî ðàçëè÷íûå èäåè èç óêàçàííîãî ïîäõîäà ê îáðàòíîé çàäà÷å ðàñ-

ñåÿíèÿ âîñõîäÿò ê ðàáîòàì [53, 1, 29, 94, 93, 57, 99]. Â ÷àñòíîñòè, íàõîæäåíèå
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ôóíêöèé ψ è µ íà âûøåóêàçàííûõ øàãàõ 1 èëè 1' â ñëó÷àå b = 0 ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì E ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ íåëîêàëüíîé çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ

ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Èçó÷åíèå òàêèõ íåëîêàëüíûõ çàäà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà

âîñõîäèò ê ðàáîòàì [53, 29]; ñì. òàêæå [81, 29, 94, 93, 57, 99].

Âîññòàíîâëåíèå A è V ïî ôóíêöèè f ïðè b = 0

Â ñëó÷àå ìàëîñòè êîýôôèöèåíòîâ A è V óðàâíåíèÿ (3.9) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-

ùèå ôîðìóëû áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì E > 0:

f(k, l) ≈ f lin(k, l) = 2kÂ(k − l) + V̂ (k − l), (k, l) ∈ME, (5.70a)

b(k) ≈ blin(k) = 2kÂ(2 Re k) + V̂ (2 Re k), k ∈ ΣE \ R2, (5.70b)

ãäå Â è V̂ îïðåäåëåíû â ôîðìóëå (5.36). Ôîðìóëà (5.70a) ýêâèâàëåíòíà ôîð-

ìóëàì (5.30), (5.31), à ôîðìóëà (5.70b) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé (3.15), (3.17) è

(5.58). Çàìåòèì, ÷òî

k ∈ ΣE \ R2 =⇒ 2 Re k ∈ R2 \B2
√
E, E > 0, (5.71)

ãäå Br îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (5.38).

Èç ôîðìóë (5.37), (5.70a), (5.70b) è (5.71) âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f lin ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì E îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíà÷åíèÿì Â è V̂ â øàðå B2
√
E, à ôóíêöèÿ b

lin

� ïî çíà÷åíèÿì Â è V̂ â äîïîëíåíèè ê ýòîìó øàðó. Êðîìå òîãî, êàê âèäíî èç

ôîðìóë (5.45)�(5.46b) è (5.48)�(5.49b), ôóíêöèè A±,0appr, V
±,0
appr è A

div,0
appr , V

div,0
appr îïðå-

äåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f lin è íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ôóíêöèè blin ïðè

ôèêñèðîâàííîì E.

Ôóíêöèè A±appr, V
±
appr è A

div
appr, V

div
appr èç àëãîðèòìà â �5.1 ìîãóò ðàññìàòðèâàòü-

ñÿ êàê íåëèíåàðèçîâàííûå àíàëîãè ôóíêöèé A±,0appr, V
±,0
appr è A

div,0
appr , V

div,0
appr . Ôóíêöèè

A±appr, V
±
appr è A

div
appr, V

div
appr ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ A è V ïî f è b, ïðèâåä¼ííûõ âûøå â �5.3, â ñëó÷àå, êîãäà íà øàãå

1 (ñîîòâ. íà øàãå 1') ïîëàãàåòñÿ b = 0. Ïðè ýòîì øàã 1 è øàã 1' ýòèõ àëãîðèòìîâ

âîññòàíîâëåíèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä.

Øàã 1. Íàéòè ôóíêöèþ ψ = exp
(
(i/2)

√
E(λz + z/λ)

)
µ(z, λ, E), z ∈ C, λ ∈ C \

(T ∪ 0), óäîâëåòâîðÿþùóþ (5.64), (5.65) ñ çàðàíåå íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé
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ψ+, è òàêóþ, ÷òî

∂

∂λ
µ(z, λ, E) = 0, λ ∈ C \ (T ∪ 0),

µ(z, λ, E)→ 1, λ→∞,
µ(z, ·, E) ∈ C(C \ T ).

(5.72)

Øàã 1'. Íàéòè ôóíêöèþ ψ = exp
(
(i/2)

√
E(λz + z/λ)

)
µ(z, λ, E), z ∈ C, λ ∈ C \

(T ∪ 0), óäîâëåòâîðÿþùóþ (5.64), (5.65) ñ çàðàíåå íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé

ψ+, è òàêóþ, ÷òî

∂

∂λ
µ(z, λ, E) = 0, λ ∈ C \ (T ∪ 0),

µ(z, λ, E)→ 1, λ→ 0,

µ(z, ·, E) ∈ C(C ∪∞ \ T ).

(5.73)

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè h± èç ôîðìóëû (5.65) ñâÿçàíû ñ ôóíêöèåé f ïîñðåä-

ñòâîì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.16). Òàêæå ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî â òðåáîâàíèè

(5.64) ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ µ(z, ·, E) äîïóñêàåò ïðîäîëæåíèå ïî íåïðå-

ðûâíîñòè íà îêðóæíîñòü T ñ êàæäîé ñòîðîíû.

Â ñèëó ðàññìîòðåíèé èç ðàáîòû [99, Ðàçäåë 2], íàõîæäåíèå ôóíêöèè µ íà

øàãå 1 ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé:

(a) Ðåøèòü óðàâíåíèå (5.18) îòíîñèòåëüíî µ+(z, ·, E) íà T .

(b) Íàéòè ôóíêöèþ µ±(z, ·, E) íà T ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (5.21) (òî åñòü ñ

ïîìîùüþ ôîðìóëû (5.65), ïåðåïèñàííîé â òåðìèíàõ µ± è µ+).

(c) Íàéòè ôóíêöèþ µ(z, ·, E) â C \ T ñ ïîìîùüþ ôîðìóë òèïà Êîøè:

µ(z, λ, E) =
1

2πi

∫
T

µ+(z, ζ, E)

ζ − λ
dζ, |λ| < 1,

µ(z, λ, E) = 1− 1

2πi

∫
T

µ−(z, ζ, E)

ζ − λ
dζ, |λ| > 1,

(5.74)

z ∈ C, λ ∈ C \ T .
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Çàìåòèì, ÷òî èç ôîðìóëû (5.74) ñëåäóþò ïðåäñòàâëåíèÿ

µ(z, λ, E) = 1 + µ−1 (z)λ−1 +O(λ−2), λ→∞,
µ(z, λ, E) = µ+

0 (z) + µ+
1 (z)λ+O(λ2), λ→ 0,

(5.75)

ãäå z ∈ C, à µ+
0 è µ±1 çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

µ+
0 (z) =

1

2πi

∫
T

µ+(z, ζ, E)

ζ
dζ

µ+
1 (z) =

1

2πi

∫
T

µ+(z, ζ, E)

ζ2
dζ,

µ−1 (z) =
1

2πi

∫
T

µ−(z, ζ, E) dζ.

(5.76)

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ôîðìóë (5.69) è (5.76), íàõîæäåíèå ôóíêöèé ψ = ψ′

è µ = µ′ èç øàãà 1' ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèé ψ è µ èç øàãà 1.

Ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå, êàñàþùåãîñÿ çàäà÷è Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà, ñôîðìó-

ëèðîâàííîé íà øàãàõ 1 è 1' âûøå. Â ëèòåðàòóðå ýòà çàäà÷à ÷àñòî ôîðìóëèðóåòñÿ

äðóãèì, íî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (5.65), çàïèñàí-

íîãî äëÿ ψ+ è ψ−, ìîæíî èñêëþ÷èòü ôóíêöèþ ψ+, ïîëó÷èâ ÿâíîå ñîîòíîøåíèå

ψ+(λ) = ψ−(λ) +

∫
T

ρ(λ, λ′)ψ−(λ′) |dλ′|, λ ∈ T. (5.77)

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ρ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè h± èç ôîðìóë (5.16), (5.65)

ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ ôîðìóë è óðàâíåíèé:

h1(λ, λ
′, E) = χ

(
i

[
λ′

λ
− λ

λ′

])
h+(λ, λ′, E)−

− χ
(
−i
[
λ′

λ
− λ

λ′

])
h−(λ, λ′, E),

h2(λ, λ
′, E) = χ

(
i

[
λ′

λ
− λ

λ′

])
h−(λ, λ′, E)−

− χ
(
−i
[
λ′

λ
− λ

λ′

])
h+(λ, λ′, E),

ρ(λ, λ′, E) + πi

∫
T

ρ(λ, λ′′, E)χ

(
−i
[
λ′

λ′′
− λ′′

λ′

])
×
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× h1(λ
′′, λ′, E) |dλ′′| = −πih1(λ, λ

′, E),

ρ(λ, λ′, E) + πi

∫
T

χ

(
i

[
λ′

λ′′
− λ′′

λ′

])
×

× h2(λ
′′, λ′, E) |dλ′′| = −πih2(λ, λ

′, E),

ãäå λ, λ′ ∈ T , ñì. [57]. Óðàâíåíèå (5.77) ìîæíî èñïîëüçîâàòü âìåñòî ïàðû óðàâ-

íåíèé (5.65). Çàäà÷à Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà â òàêîì âèäå ôîðìóëèðóåòñÿ, íàïðè-

ìåð, â ðàáîòàõ [53, 94, 93, 57].

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ðåçóëüòàòîâ èç ðàáîò [94, 57] è â ñèëó ïðåäëî-

æåíèÿ 5.1, âûïîëíåíèå îöåíêè (5.26) ãàðàíòèðóåò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü

íåëîêàëüíûõ çàäà÷ Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà, ñôîðìóëèðîâàííûõ íà øàãàõ 1 è 1', îò-

íîñèòåëüíî ψ è ψ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû(
−4∂z∂z̄ + a−z (z)∂z + V −(z)

)
ψ(z, λ, E) = Eψ(z, λ, E),

a−z (z) = 4∂z̄ lnµ+
0 (z), V −(z) = 2i

√
E∂zµ

−
1 (z),

(5.78a)(
−4∂z∂z̄ + a+

z̄ (z)∂z̄ + V +(z)
)
ψ′(z, λ, E) = Eψ′(z, λ, E),

a+
z̄ (z) = −4∂z lnµ+

0 (z), V +(z) = 2i
√
E∂z̄

µ+
1 (z)

µ+
0 (z)

,
(5.78b)

ãäå z ∈ C, λ ∈ C \ (T ∪ 0), à µ+
0 è µ±1 îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (5.76). Ôîðìóëà

(5.78a) ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâàì (5.67a)�(5.67b), à ôîðìóëà (5.78b) � ðàâåí-

ñòâàì (5.68a)�(5.68b).

Ôîðìóëû (5.22) è (5.23) ñëåäóþò èç ôîðìóë (5.76) è (5.78a)�(5.78b).

Íàêîíåö, ôîðìóëà (5.24) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàññìîòðåíèÿ êàëèáðîâî÷-

íûõ ïðåîáðàçîâàíèé (5.2a), (5.2b), ïåðåâîäÿùèõ êîýôôèöèåíòû A−, V − è A+,

V + â êîýôôèöèåíòû Adiv, V div. Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ýòèõ ðàññìîòðå-

íèé óäîáíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (3.9) â ñëåäóþùåì âèäå:(
−4∂z∂z̄ + az∂z + az̄∂z̄ + V

)
ψ = Eψ,

az = −2i(A1 + iA2), az̄ = −2i(A1 − iA2).
(5.79)

Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ êàëèáðîâî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.2a), (5.2b) ïðèíèìàþò
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ñëåäóþùóþ ôîðìó:
az → az − 4i∂z̄ϕ,

az̄ → az̄ − 4i∂zϕ,

V → V − 4i∂z∂z̄ϕ+ 4∂zϕ∂z̄ϕ+ iaz∂zϕ+ iaz̄∂z̄ϕ,

à çàäà÷è (5.4a)�(5.4b), (5.5a)�(5.5b) è (5.6a)�(5.6b) äëÿ ôóíêöèé ϕdiv, ϕ− è ϕ+

ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå

8i∂z∂z̄ϕ
div = ∂zaz + ∂z̄az̄, ϕdiv(z)→ 0, |z| → ∞,

4i∂zϕ
− = az̄, ϕ−(z)→ 0, |z| → ∞,

4i∂z̄ϕ
+ = az, ϕ+(z)→ 0, |z| → ∞.

5.4 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 5.2, 5.3 è 5.4

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ

û(p) = (2π)−2

∫
R2

eipxu(x) dx, uerr(x,E) =

∫
|p|≥2

√
E

e−ipxû(p) dp, (5.80)

ãäå p ∈ R2, x ∈ R2, E > 0. Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî íîðìà ‖ · ‖N,σ è ïðîñòðàíñòâà

CN,σ(R2) îïðåäåëÿþòñÿ â ôîðìóëå (2.13).

Ëåììà 5.1. Ïóñòü u ∈ CN,σ(R2) ïðè íåêîòîðûõ N ≥ 3, σ > 2. Òîãäà ñïðàâåä-

ëèâà îöåíêà

|uerr(x,E)| ≤ c1(N, σ)‖u‖N,σE−
N−2
2 , (5.81)

ãäå x ∈ R2, E ≥ 1/2, à c1(N, σ) îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (5.44).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂̂αu(p) = (−ip1)
α1(−ip2)

α2û(p), ∂α =
∂α1+α2

∂xα1
1 ∂x

α2
2

, (5.82)

ãäå p = (p1, p2) ∈ R2, α = (α1, α2) ∈ Z2
+, |α| ≤ N . Ïîëüçóÿñü ýòèì ðàâåíñòâîì,

ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

|û(p)| ≤ 2N−1

π(σ − 2)
‖u‖N,σ

(
1 + |p|2

)−N2
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äëÿ âñåõ p ∈ R2, |p| ≥ 1. Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò îöåíêà (5.81).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.2. Òàê êàê êîýôôèöèåíòû A1, A2 è V âåùåñòâåí-

íû, èç ôîðìóëû (5.31) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

f lin(k, l)− f lin(l, k) = 2(k − l)Â(k − l), (5.83)

ãäå (k, l) ∈ME. Ìû ðàññìàòðèâàåì (5.35a), (5.83) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâ-

íåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ Â(k − l) è V̂ (k − l). Êðîìå òîãî, ìû ïîëüçóåìñÿ ðà-

âåíñòâîì (k − l)(k + l) = 0, ñïðàâåäëèâûì ïðè (k, l) ∈ ME. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷àåì ôîðìóëû (5.41).

Ôîðìóëû (5.42a) è (5.42b) ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé

Aappr, Aerr è Vappr, Verr. Îöåíêè (5.43a) è (5.43b) ñëåäóþò èç ëåììû 5.1.

Ëåììà 5.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1, A2 ∈ CN,σ(R2) ïðè íåêîòîðûõ N ≥ 4,

σ > 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕdiv îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è (5.4a), (5.4b), à

ôóíêöèè ∇̂ϕdiv, (∇ϕdiv)err, ∆̂ϕdiv è (∆ϕdiv)err îïðåäåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ

ôîðìóëîé (5.80). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:∣∣(∂xjϕdiv)err(x,E)
∣∣ ≤ √2 c1(N, σ)‖A‖N,σE−

N−2
2 ,∣∣(∆ϕdiv)err(x,E)

∣∣ ≤ √2 c1(N, σ)‖A‖N,σE−
N−3
2 ,

(5.84)

ãäå x ∈ R2, ∂xj = ∂/∂xj, j = 1, 2, E ≥ 1/4, ‖A‖N,σ îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå

(5.40), à c1(N, σ) îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (5.44).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.2. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ ðå-

øåíèÿ ϕdiv çàäà÷è (5.4a), (5.4b):

ϕdiv(x) = −i
∫
R2

e−ipx
(
pÂ(p)

)
|p|−2 dp, x ∈ R2. (5.85)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.80) è (5.85), ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

∇̂ϕdiv(p) = −p
(
pÂ(p)

)
|p|−2, ∆̂ϕdiv(p) = ipÂ(p), (5.86)

ãäå p ∈ R2 \ 0. Èç ôîðìóëû (5.86) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà∣∣∂̂xjϕdiv(p)
∣∣ ≤ √2 max

k=1,2
|Âk(p)|,

∣∣∆̂ϕdiv(p)
∣∣ ≤ √2 |p|max

k=1,2
|Âk(p)|, (5.87)
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ãäå p ∈ R2 \ 0, j = 1, 2.

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∂̂αAj(p) = (−ip1)
α1(−ip2)

α2Âj(p),

ãäå p = (p1, p2) ∈ R2, α = (α1, α2) ∈ (N∪0)2, |α| ≤ N è ∂α îïðåäåëåíî â ôîðìóëå

(5.82). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ìû ïîëó÷àåì îöåíêó

|Âj(p)| ≤
2N−1

π(σ − 2)
‖Aj‖N,σ(1 + |p|2)−

N
2 , (5.88)

ãäå p ∈ R2, |p| ≥ 1, j = 1, 2. Èç íåðàâåíñòâ (5.87) è (5.88) ñëåäóþò îöåíêè

∣∣∂̂xjϕdiv(p)
∣∣ ≤ √2

2N−1

π(σ − 2)
‖A‖N,σ(1 + |p|2)−

N
2 ,

∣∣∆̂ϕdiv(p)
∣∣ ≤ √2

2N−1

π(σ − 2)
‖A‖N,σ(1 + |p|2)−

N−1
2 ,

(5.89)

ãäå p ∈ R2, |p| ≥ 1, j = 1, 2. Èñïîëüçóÿ îöåíêè (5.89), ìû ïîëó÷àåì îöåíêè

(5.84).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.3. Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèè f lin ïî îò-

íîøåíèþ ê êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì (5.32a), (5.32b) è èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëû (5.4a), (5.4b), (5.33a), (5.33b) è (5.35a), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(k − l)Âdiv,0(k − l) = 0,

f lin(k, l)− f lin(−l,−k) = 2(k + l)Âdiv,0(k − l),
f lin(k, l) + f lin(−l,−k) = 2V̂ div,0(k − l),

(5.90)

ãäå (k, l) ∈ME. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (5.90) è îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ (k − l)
è (k + l), ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó (5.45).

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôîðìóëû (5.46a) è (5.46b) êàê îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé

Adiv,0
appr , A

div,0
err è V div,0

appr , V
div,0
err .

Èç ôîðìóë (5.33a), (5.33b) è (5.46a), (5.46b) ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëû

Adiv,0
err,j (x,E) = Aj,err(x,E) + (∂xjϕ

div)err(x,E), j = 1, 2,

V div,0
err (x,E) = Verr(x,E)− i(∆ϕdiv)err(x,E),

(5.91)

ãäå x ∈ R2, E > 0, à ôóíêöèè Aj,err, Verr, (∂xjϕ
div)err, (∆ϕdiv)err îïðåäåëÿþòñÿ â
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ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.80).

Èç ôîðìóëû (5.91), ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà (5.81) äëÿ ôóíêöèé A1,err, A2,err,

Verr è íåðàâåíñòâ (5.84), ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëû (5.47a) è (5.47b).

Ëåììà 5.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A1, A2 ∈ CN,σ(R2) ïðè íåêîòîðûõ N ≥ 4 è

σ > 2. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ− è ϕ+ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ çàäà÷ (5.5a), (5.5b)

è (5.6a), (5.6b) ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèì ôóíêöèè ∇̂ϕ±, (∇ϕ±)err, ∆̂ϕ±,

(∆ϕ±)err â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.80). Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå

îöåíêè: ∣∣(∂xjϕ±)err(x,E)
∣∣ ≤ √2 c1(N, σ)‖A‖N,σE−

N−2
2 ,∣∣(∆ϕ±)err(x,E)

∣∣ ≤ √2 c1(N, σ)‖A‖N,σE−
N−3
2 ,

(5.92)

ãäå x ∈ R2, ∂xj = ∂/∂xj , j = 1, 2, E ≥ 1/4, ‖A‖N,σ îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå

(5.40), à c1(N, σ) îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìóëå (5.44).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5.3. Ðåøåíèÿ ϕ− è ϕ+ çàäà÷ (5.5a), (5.5b) è (5.6a),

(5.6b) ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå:

ϕ±(x) = −i
∫
R2

e−ipx
Â1(p)± iÂ2(p)

p1 ± ip2
dp, x ∈ R2. (5.93)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.80) è (5.93), ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

∇̂ϕ±(p) = −Â1(p)± iÂ2(p)

p1 ± ip2
p, ∆̂ϕ±(p) = i

Â1(p)± iÂ2(p)

p1 ± ip2
|p|2, (5.94)

ãäå p ∈ R2 \ 0. Èç ôîðìóëû (5.94) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà∣∣∂̂xjϕ±(p)
∣∣ ≤ √2 max

k=1,2
|Âk(p)|,

∣∣∆̂ϕ±(p)
∣∣ ≤ √2 |p|max

k=1,2
|Âk(p)|, (5.95)

ãäå p ∈ R2 \ 0, j = 1, 2.

Äåéñòâóÿ êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5.2, ìû ïîëó÷àåì îöåíêó (5.88). Èç

îöåíîê (5.88) è (5.95) ñëåäóþò îöåíêè

∣∣∂̂xjϕ±(p)
∣∣ ≤ √2

2N−1

π(σ − 2)
‖A‖N,σ(1 + |p|2)−

N
2 ,

∣∣∆̂ϕ±(p)
∣∣ ≤ √2

2N−1

π(σ − 2)
‖A‖N,σ(1 + |p|2)−

N−1
2 ,

(5.96)

ãäå p ∈ R2, |p| ≥ 1, j = 1, 2. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (5.96), ìû ïîëó÷àåì îöåíêè
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(5.92).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5.4. Ó÷èòûâàÿ èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèè f lin ïî îò-

íîøåíèþ ê êàëèáðîâî÷íûì ïðåîáðàçîâàíèÿì (5.32a), (5.32b) è èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëû (5.5a)�(5.6b) è (5.34a)�(5.35a), ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

A±,02 (k − l) = ±iA±,01 (k − l),
f lin(k, l)− f lin(−l,−k) = 2

(
k1 + l1 ± i(k2 + l2)

)
Â±,01 (k − l),

f lin(k, l) + f lin(−l,−k)

= 2
(
k1 − l1 ± i(k2 − l2)

)
Â±,01 (k − l) + 2V̂ ±,0(k − l),

(5.97)

ãäå (k, l) ∈ME. Ôîðìóëà (5.48) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé (5.97).

Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôîðìóëû (5.49a) è (5.49b) êàê îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé

A±,0appr, A
±,0
err è V ±,0appr, V

±,0
err .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.34a), (5.34b) è (5.49a), (5.49b), ìû ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâà
A±,0err,j(x,E) = Aj,err(x,E) + (∂xjϕ

±)err(x,E), j = 1, 2,

V ±,0err (x,E) = Verr(x,E)− i(∆ϕ±)err(x,E),
(5.98)

ãäå x ∈ R2, E > 0, à ôóíêöèè Aj,err, Verr, (∂xjϕ
±)err, (∆ϕ±)err îïðåäåëÿþòñÿ â

ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.80).

Èç ôîðìóëû (5.98), ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâà (5.81), çàïèñàííîãî äëÿ ôóíêöèé

A1,err, A2,err, Verr, è íåðàâåíñòâ (5.92), ìû ïîëó÷àåì îöåíêè (5.50a) è (5.50b).

5.5 Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèé 5.2 è 5.3

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.2. Ïóñòü E > 0 çàôèêñèðîâàíî. Èñïîëüçóÿ

ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.16) îòíîñè-

òåëüíî h± ∈ L2(T 2) è ó÷èòûâàÿ îöåíêó (5.51), ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

h± = f +O(ε2), ε→ +0, (5.99)

ãäå O(ε2) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íîðìû ‖ · ‖L2(T 2).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â ïðîñòðàíñòâå L2(T ):

(C±u)(λ) =
1

2πi

∫
T

u(ζ)

ζ − λ(1∓ 0)
dζ, λ ∈ T, (5.100)
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Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

‖C±u‖L2(T ) ≤ ‖u‖L2(T ). (5.101)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.19), (5.20), (5.99), (5.101) è ðàâåíñòâî∣∣∣∣exp

(
−i
√
E

2

(
(λ− λ′)z̄ + (λ−1 − λ′−1)z

))∣∣∣∣ = 1, (5.102)

ãäå λ, λ′ ∈ T , z ∈ C, ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

B(λ, λ′, z, E) =
1

2

∫
T

f(ζ, λ′, z, E)χ

(
−i
[
ζ

λ′
− λ′

ζ

])
dζ

ζ − λ(1− 0)
−

−1

2

∫
T

f(ζ, λ′, z, E)χ

(
i

[
ζ

λ′
− λ′

ζ

])
dζ

ζ − λ(1 + 0)
+O(ε2),

(5.103)

ãäå λ, λ′ ∈ T , z ∈ C, ôóíêöèÿ f(ζ, λ′, z, E) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f(ζ, λ′, z, E) = f(ζ, λ′, E) exp

(
−i
√
E

2

(
(ζ − λ′)z̄ + (ζ−1 − λ′−1)z

))
, (5.104)

à O(ε2) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íîðìû ‖ · ‖L2(T 2) ðàâíîìåðíî ïî z ∈ C.
Èç ôîðìóëû (5.18) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

∂zµ
+(z, λ, E) +

∫
T

B(λ, λ′, z, E)∂zµ
+(z, λ′, E) |dλ′| =

= −
∫
T

∂zB(λ, λ′, z, E)µ+(z, λ′, E) |dλ′|,
(5.105a)

∂z̄µ
+(z, λ, E) +

∫
T

B(λ, λ′, z, E)∂z̄µ
+(z, λ′, E) |dλ′| =

= −
∫
T

∂z̄B(λ, λ′, z, E)µ+(z, λ′, E) |dλ′|,
(5.105b)

ãäå λ ∈ T , z ∈ C, à îïåðàòîðû ∂z è ∂z̄ îïðåäåëÿþòñÿ â ôîðìóëå (5.7).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

(5.18), (5.105a), (5.105b) îòíîñèòåëüíî µ+, ∂zµ+, ∂z̄µ+ ∈ L2(T ) ñîîòâåòñòâåííî,
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à òàêæå ó÷èòûâàÿ îöåíêó (5.51) è ôîðìóëó (5.103), ìû ïîëó÷àåì îöåíêè

µ+(z, λ, E) = 1 +O(ε), (5.106a)

∂zµ
+(z, λ, E) = −

∫
T

∂zB(λ, λ′, z, E) |dλ′|+O(ε2), (5.106b)

∂z̄µ
+(z, λ, E) = −

∫
T

∂z̄B(λ, λ′, z, E) |dλ′|+O(ε2), (5.106c)

ãäå z ∈ C, λ ∈ T , à O(ε) è O(ε2) ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñìûñëå íîðìû ‖ · ‖L2(T )

ðàâíîìåðíî ïî z ∈ C. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.21), (5.99) è (5.106a)�(5.106c), ìû

ïîëó÷àåì îöåíêè

µ±(z, λ, E) = 1 +O(ε), (5.107a)

∂zµ±(z, λ, E) = −
∫
T

∂zB(λ, λ′, z, E) |dλ′|

+πi

∫
T

∂zf(λ, λ′, z, E)χ

(
±i
[
λ

λ′
− λ′

λ

])
|dλ′|+O(ε2),

(5.107b)

∂z̄µ±(z, λ, E) = −
∫
T

∂z̄B(λ, λ′, z, E) |dλ′|

+πi

∫
T

∂z̄f(λ, λ′, z, E)χ

(
±i
[
λ

λ′
− λ′

λ

])
|dλ′|+O(ε2),

(5.107c)

ãäå z ∈ C, λ ∈ T , f(λ, λ′, z, E) îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.104), à O(ε) è O(ε2)

ïîíèìàþòñÿ â ñìûñëå íîðìû ‖ · ‖L2(T ) ðàâíîìåðíî ïî z ∈ C.
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ (5.22), (5.23) è îöåíêè (5.107a)�(5.107c), ìû ïîëó÷à-

åì îöåíêè

V −appr(x,E) = −
√
E

π

∫
T 2

∂zB(λ, λ′, z, E) dλ |dλ′|

+i
√
E

∫
T 2

∂zf(λ, λ′, z, E)χ

(
−i
[
λ

λ′
− λ′

λ

])
dλ |dλ′|+O(ε2),

(5.108a)
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V +
appr(x,E) =

√
E

π

∫
T 2

∂z̄B(λ, λ′, z, E)λ−2dλ |dλ′|

−i
√
E

∫
T 2

∂z̄f(λ, λ′, z, E)χ

(
i

[
λ

λ′
− λ′

λ

])
λ−2dλ |dλ′|+O(ε2),

(5.108b)

a−z (z, E) =
2i

π

∫
T 2

∂z̄B(λ, λ′, z, E)λ−1dλ |dλ′|

+2

∫
T 2

∂z̄f(λ, λ′, z, E)χ

(
i

[
λ

λ′
− λ′

λ

])
λ−1dλ |dλ′|+O(ε2),

(5.108c)

a+
z̄ (z, E) = −2i

π

∫
T 2

∂zB(λ, λ′, z, E)λ−1dλ |dλ′|

−2

∫
T 2

∂zf(λ, λ′, z, E)χ

(
i

[
λ

λ′
− λ′

λ

])
λ−1dλ |dλ′|+O(ε2),

(5.108d)

ãäå x ∈ R2, z îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.9), à O(ε2) ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàâíîìåð-

íîì ñìûñëå ïî ïåðåìåííîé x ∈ R2.

Çàìåòèì, ÷òî ñëåäóþùèå ôîðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ u ∈ L2(T ):∫
T

(C+u)(λ) dλ = 0,

∫
T

(C−u)(λ) dλ = −
∫
T

u(λ) dλ,

∫
T

(C+u)(λ)
dλ

λ
=

∫
T

u(λ)
dλ

λ
,

∫
T

(C−u)(λ)
dλ

λ
= 0,

∫
T

(C+u)(λ)
dλ

λ2
=

∫
T

u(λ)
dλ

λ2
,

∫
T

(C−u)(λ)
dλ

λ2
= 0,

(5.109)

ãäå C± îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.100).

Èç ôîðìóë (5.19), (5.108a)�(5.108d) è (5.109) ñëåäóþò îöåíêè

V −appr(x,E) = i
√
E

∫
T 2

s(λ, λ′)∂zf(λ, λ′, z, E) dλ |dλ′|+O(ε2), (5.110a)

V +
appr(x,E) = i

√
E

∫
T 2

s(λ, λ′)∂z̄f(λ, λ′, z, E)λ−2dλ |dλ′|+O(ε2), (5.110b)

a−z (z, E) = −2

∫
T 2

s(λ, λ′)∂z̄f(λ, λ′, z, E)λ−1dλ |dλ′|+O(ε2), (5.110c)
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a+
z̄ (z, E) = 2

∫
T 2

s(λ, λ′)∂zf(λ, λ′, z, E)λ−1dλ |dλ′|+O(ε2), (5.110d)

s(λ, λ′)
def
== sgn

(
1

i

[
λ

λ′
− λ′

λ

])
,

ãäå x ∈ R2, z îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.9), à O(ε2) ïîíèìàåòñÿ â ðàâíîìåðíîì

ñìûñëå ïî ïåðåìåííîé x ∈ R2.

Íàêîíåö, èç ôîðìóëû (5.104) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ

∂zf(λ, λ′, z, E) = −i
√
E

2

(
λ−1 − λ′−1

)
f(λ, λ′, z, E),

∂z̄f(λ, λ′, z, E) = −i
√
E

2

(
λ− λ′

)
f(λ, λ′, z, E),

(5.111)

äëÿ âñåõ λ, λ′ ∈ T , z ∈ C.
Ôîðìóëû (5.52a)� (5.55b) ñëåäóþò èç ôîðìóë (5.22)�(5.24), (5.110a)�(5.110d)

è (5.111). Ïðåäëîæåíèå 5.2 äîêàçàíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 5.3 íàì ïîíàäîáèòñÿ îäíî âñïîìîãàòåëü-

íîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 5.4. Ïóñòü E > 0 çàôèêñèðîâàíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(λ, λ′, E),

(λ, λ′) ∈ T 2, � êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ïî ìåðå |dλ||dλ′|
è óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèþ

u(λ, λ′, E) = u(−λ′,−λ,E), (λ, λ′) ∈ T 2. (5.112)

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g(p, E), p = (p1, p2) ∈ R2, |p| ≤ 2
√
E, ôîðìóëîé

g

(√
E Re(λ− λ′),

√
E Im(λ− λ′), E

)
= u(λ, λ′, E), (5.113)

ãäå (λ, λ′) ∈ T 2. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫
|p|≤2

√
E

e−ipxg(p, E) dp =
E

2

∫
T 2

u(λ, λ′, z, E)

∣∣∣∣ 1

2i

(
λ

λ′
− λ′

λ

)∣∣∣∣ |dλ| |dλ′|, (5.114)

ãäå x = (x1, x2) ∈ R2, z = x1+ix2, à u(λ, λ′, z, E) îïðåäåëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ ôîðìóëîé (5.104).
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Ôîðìóëà (5.114) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ

èíòåãðèðîâàíèÿ:

p1 =
√
E Re(λ− λ′) =

√
E(cosφ− cosφ′),

p2 =
√
E Im(λ− λ′) =

√
E(sinφ− sinφ′),

(5.115)

ãäå λ = eiφ, λ′ = eiφ
′
. Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 5.3.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5.3. Ïóñòü λ, λ′ ∈ T îïðåäåëåíû ôîðìóëîé (5.10).

Èç ôîðìóë (5.12a) è (5.12b) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

2(k1 + l1) =
√
E
(
λ+ λ−1 + λ′ + λ′−1

)
,

2(k2 + l2) = −i
√
E
(
λ− λ−1 + λ′ − λ′−1

)
,

k1 ± ik2 =
√
Eλ±1, l1 ± il2 =

√
Eλ′±1,

k1 + l2 ± i(k2 + l2) =
√
E
(
λ±1 + λ′±1

)
,

|k + l|2 = E|λ+ λ′|2,

(5.116)

ãäå (k, l) ∈ ME. Èñïîëüçóÿ ëåììó 5.4 è ôîðìóëû (5.45)�(5.46b), (5.48)�(5.49b)

è 5.116, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Adiv,0
appr,j(x,E) =

E

2

∫
T 2

Ãdiv,0
appr,j(λ, λ

′, z, E)

∣∣∣∣ 1

2i

(
λ

λ′
− λ′

λ

)∣∣∣∣ |dλ| |dλ′|,
V div,0
appr (x,E) =

E

2

∫
T 2

Ṽ div,0
appr (λ, λ′, z, E)

∣∣∣∣ 1

2i

(
λ

λ′
− λ′

λ

)∣∣∣∣ |dλ| |dλ′|,
A±,0appr,1(x,E) =

E

2

∫
T 2

Ã±,0appr,1(λ, λ
′, z, E)

∣∣∣∣ 1

2i

(
λ

λ′
− λ′

λ

)∣∣∣∣ |dλ| |dλ′|,
V ±,0appr(x,E) =

E

2

∫
T 2

Ṽ ±,0appr(λ, λ
′, z, E)

∣∣∣∣ 1

2i

(
λ

λ′
− λ′

λ

)∣∣∣∣ |dλ| |dλ′|,

(5.117)

ãäå x ∈ R2, j = 1, 2, z îïðåäåëåíî â ôîðìóëå (5.9), à ôóíêöèè Ãdiv,0
appr,j, Ṽ

div,0
appr è

Ã±,0appr,j, Ṽ
±,0
appr çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ãdiv,0
appr,1(λ, λ

′, z, E) =
f̃ lin(λ, λ′, z, E)

4
√
E

(
1

λ−1 + λ′−1
+

1

λ+ λ′

)
, (5.118a)

Ãdiv,0
appr,2(λ, λ

′, z, E) =
f̃ lin(λ, λ′, z, E)

4i
√
E

(
1

λ−1 + λ′−1
− 1

λ+ λ′

)
, (5.118b)
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Ṽ div,0
appr (λ, λ′, z, E) =

f lin(λ, λ′, z, E) + f lin(−λ′,−λ, z, E)

2
, (5.118c)

Ã±,0appr,1(λ, λ
′, z, E) =

1

2
√
E

f̃ lin(λ, λ′, z, E)

λ±1 + λ′±1
, (5.118d)

Ṽ ±,0appr(λ, λ
′, z, E) =

λ′±1f lin(λ, λ′, z, E) + λ±1f lin(−λ′,−λ, z, E)

λ±1 + λ′±1
, (5.118e)

ãäå f lin(λ, λ′, z, E) îïðåäåëåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5.104) è

f̃ lin(λ, λ′, z, E) = f lin(λ, λ′, z, E)− f lin(−λ′,−λ, z, E).

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà (5.118a)�(5.118e), ìû ïðåäñòàâëÿåì êàæäûé èç èíòå-

ãðàëîâ â ôîðìóëå (5.117) êàê ñóììó èíòåãðàëà, ñîäåðæàùåãî f lin(λ, λ′, z, E) è

èíòåãðàëà, ñîäåðæàùåãî f lin(−λ′,−λ, z, E).

Äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ (λ, λ′) → (−λ′,−λ) â êàæäîì èç ïîëó÷èâøèõñÿ

èíòåãðàëîâ, ñîäåðæàùåì f lin(−λ′,−λ, z, E), è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (5.48) äëÿ Â±2 ,

ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëû (5.56a) è (5.56b).

Ïðåäëîæåíèå 5.3 äîêàçàíî.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, ìîãóò áûòü êðàòêî ñôîðìó-

ëèðîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïîëó÷åíû òåîðåìû õàðàêòåðèçàöèè äëÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

òèïà Ðàäîíà, âîçíèêàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, â îáîáù¼ííîé ìîäåëè Õàóòåêêåðà�

Èîõàíñåíà ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ëèáî ðåñóðñû áëèçêè ê âçàèìíî äîïîë-

íèòåëüíûì, ëèáî ýëàñòè÷íîñòü èõ çàìåùåíèÿ ïîñòîÿííà.

2. Ïîëó÷åíû ÿâíûå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ è êðèòåðèè îáðàòèìîñòè äëÿ èíòå-

ãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ òèïà Ðàäîíà.

3. Ïîëó÷åíû òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè äëÿ îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà,

âîçíèêàþùåé â ìîäåëè àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè.

Ïðèâåäåíû ïðèìåðû íååäèíñòâåííîñòè.

4. Ïîëó÷åíû ôîðìóëû è óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ñâåñòè çàäà÷ó Äèðèõëå�

Íåéìàíà ê îáðàòíîé çàäà÷å ðàññåÿíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ýíåðãèè äëÿ

êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíîãî îïåðàòîðàØð¼äèíãåðà, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè

êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà âî âíåøíåì ïîëå ßíãà�Ìèëëñà

è îïåðàòîð Øð¼äèíãåðà â ìàãíèòíîì ïîëå.

5. Ïîëó÷åí àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðè ôèêñèðîâàí-

íîé ýíåðãèè äëÿ äâóìåðíîãî ñêàëÿðíîãî êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíîãî îïå-

ðàòîðàØð¼äèíãåðà, ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðØð¼-

äèíãåðà â ìàãíèòíîì ïîëå è îïåðàòîð, îïèñûâàþùèé ïîãëîùàþùóþ äâè-

æóùóþñÿ æèäêîñòü.

Ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåé ðàçðàáîòêè

òåìû äèññåðòàöèè:

1. Ïðèìåíèòü îáîáù¼ííóþ ìîäåëü Õàóòåêêåðà�Èîõàíñåíà ê èññëåäîâàíèþ

ïðîèçâîäñòâà â ðåàëüíûõ îòðàñëÿõ, ôóíêöèîíèðóþùèõ â óñëîâèÿõ ãëî-

áàëèçàöèè. Èññëåäîâàòü îáúÿñíèòåëüíûé ïîòåíöèàë ìîäåëè, å¼ ñëàáûå è

ñèëüíûå ñòîðîíû. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî êàê è êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Õàó-

òåêêåðà�Èîõàíñåíà, îáîáù¼ííàÿ ìîäåëü õîðîøî ïðèñïîñîáëåíà äëÿ ó÷¼òà

èçìåíåíèé â ïðîèçâîäñòâå â ðåçóëüòàòå íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà.
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2. Àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ñîñòàâ-

ëåíèÿ ìåæîòðàñëåâîãî áàëàíñà â óñëîâèÿõ ñèëüíîãî çàìåùåíèÿ íà ìèê-

ðîóðîâíå. Îäíîé èç ïåðñïåêòèâ ðàçâèòèÿ òåìû äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ èñ-

ñëåäîâàíèå ïîòåíöèàëà ôîðìàëèçìà ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòåé ïî òåõíî-

ëîãèÿì â óñëîâèÿõ çàìåùåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

3. Àäàïòèðîâàòü àëãîðèòì àêóñòè÷åñêîé òîìîãðàôèè äëÿ ñëó÷àÿ íåïîëíûõ

äàííûõ. Ýòà çàäà÷à î÷åíü âàæíà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé: â òîìî-

ãðàôèè îêåàíà êîëè÷åñòâî äåòåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûì ïî

ñðàâíåíèþ ñ êîëè÷åñòâîì ðàáî÷èõ ÷àñòîò. Âîçíèêàåò âîïðîñ î âîçìîæ-

íîñòè èñïîëüçîâàòü áîëüøåå ÷èñëî ÷àñòîò, ÷òîáû êîìïåíñèðîâàòü ìàëîå

÷èñëî äåòåêòîðîâ.

4. Â ðåàëüíûõ òîìîãðàôè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ, èñïîëüçóþùèõ ýëåìåíòàð-

íûå ÷àñòèöû, ïðîùå èçìåðÿòü íå ïîëíóþ àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ, à ëèøü å¼

ìîäóëü, òåñíî ñâÿçàííûé ñ âåðîÿòíîñòüþ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö â òîì èëè èíîì

íàïðàâëåíèè. Âàæíîé àêòóàëüíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå àëãîðèò-

ìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíîãî

îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà íà ñëó÷àé, êîãäà èçâåñòíà ëèøü àáñîëþòíàÿ âåëè-

÷èíà àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ (îòñóòñòâóåò èíôîðìàöèÿ î ôàçå). Ñîèñêàòå-

ëåì áûëè íà÷àòà ðàáîòà íàä ýòîé òåìîé âî âðåìÿ ñòàæèðîâêè â óíèâåðñè-

òåò ãîðîäà Ã¼òòèíãåí îñåíüþ 2015 ãîäà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà T.

Hohage. Ïî ðåçóëüòàòàì ñòàæèðîâêè áûë ïîäãîòîâëåí ïðåïðèíò [6], åù¼

îäíà ñòàòüÿ íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå íàïèñàíèÿ.

5. Îáîáùåíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ

êàëèáðîâî÷íî-êîâàðèàíòíîãî îïåðàòîðà Øð¼äèíãåðà íà ñëó÷àé îáëàñòåé

íåòðèâèàëüíîé ãåîìåòðèè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè ñîèñêàòåëåì îïóáëèêîâàíà

ðàáîòà [5], ñâÿçàííàÿ ñ âîññòàíîâëåíèåì ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ïî îïåðà-

òîðó Äèðèõëå�Íåéìàíà äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

Ìíîæåñòâà

Zd+ = {(α1, . . . , αd) | αj ∈ Z, αj ≥ 0, j = 1, . . . , d}
Rd

+ = {(x1, . . . , xd) | xj > 0, j = 1, . . . , d}
Rd

+ = {(x1, . . . , xd) | xj ≥ 0, j = 1, . . . , d}
Mn(C) � ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n
GLn(C) � ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n
Ìíîæåñòâî {a} èç îäíîãî ýëåìåíòà a îáîçíà÷àåòñÿ a (áåç ñêîáîê)

Ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé

Lp(Rd) � ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííîçíà÷íûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà Rd ñ èí-

òåãðèðóåìîé p-îé ñòåïåíüþ

Lpr,c(Rd
+) � ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà Rd

+ ñ êîíå÷íîé íîðìîé ‖ ·‖r,c, ñì.
ôîðìóëó (1.15)

Hp(D), Hp(∂D), ãäå D ⊂ Rd � ñòàíäàðòíûå ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà

CN,σ
c (Rd

+) � ñì. ôîðìóëó (2.1)

Cj
comp(D,Mn(C)), ãäå D ⊂ Rd � ìíîæåñòâî j-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-

ìûõ Mn(C)-çíà÷íûõ ôóíêöèé â Rd ñ íîñèòåëåì â D

Cj,α
comp(D,Mn(C)), ãäå D ⊂ Rd � ìíîæåñòâî ôóíêöèé èç Cj

comp(D,Mn(C)), îáëà-

äàþùèõ ïîêîìïîíåíòíî ã¼ëüäåð-íåïðåðûâíûìè ñ ïîêàçàòåëåì α ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè ïîðÿäêà j

L∞(Rd,Mn(C)) � ìíîæåñòâîMn(C)-çíà÷íûõ ïîêîìïîíåíòíî ñóùåñòâåííî îãðà-

íè÷åííûõ ôóíêöèé â Rd

W 1,∞(Rn,Mn(C)) � ìíîæåñòâî Mn(C)-çíà÷íûõ ôóíêöèé íà Rd, ïðèíàäëåæà-

ùèõ âìåñòå ñ îáîáù¼ííûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðîñòðàíñòâó

L∞(Rd,Mn(C))

Îïåðàòîðû è ïðî÷èå îáîçíà÷åíèÿ

qp(x) = q(p1x1, . . . , pnxn), ãäå p = (p1, . . . , pn), x = (x1, . . . , xn)

ab = ab11 · · · abnn , ãäå a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn)

I = (1, . . . , 1)

|α| = α1 + · · ·+ αd, ãäå α = (α1, . . . , αd) ∈ Zd+
|x| =

√
x2

1 + · · ·+ x2
d, ãäå x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

∆ = ∂2

∂x21
+ · · ·+ ∂2

∂x2d
� îïåðàòîð Ëàïëàñà

∇ =
(
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xd

)
� ãðàäèåíò

supp f � íîñèòåëü ôóíêöèè f
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