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Колебательная система

k1

k2

m1

m2

w1

w2

kN

mN−1

mN

wN−1

wN

u

Управление упругими колебаниями · 1 II 2006 – p. 2/27



Математическая модель































m1ẅ1(t) = k2(w2 − w1) − k1w1

miẅi(t) = ki+1(wi+1 − wi) − ki(wi − wi−1) i = 2, N − 1

mN ẅN (t) = −kN (wN − wN−1) + u(t)

wi(t0) = w0
i ẇi(t0) = ẇ0

i i = 1, N

wi — отклонение от состояния равновесия

u — управляющая сила

mi — массы грузов

ki — жёсткости пружин
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N → ∞

ρ(ξ)wtt(t, ξ) =
[

E(ξ)wξ(t, ξ)
]

ξ
, t > t0, 0 < ξ < L

w(t, 0) = 0, wξ(t, L) = E−1(L)u(t), t > t0

w(t0, ξ) = w0(ξ), wt(t0, ξ) = ẇ0(ξ), 0 6 ξ 6 L

w(t, ξ) — отклонение от состояния равновесия

u(t) — управляющая сила

ρ(ξ) — плотность

E(ξ) — модуль Юнга
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Матричная форма

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t)
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Управляемость

Система вполне управляема на [t0, t1], если

∀x(t0) ∃u(t) : [t0, t1] → R т.ч. x(t1) = 0

Выполнен критерий управляемости:

rank
[

b Ab A2b . . . A2N−1b
]

= 2N
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Ограничение на управление

Жёсткое (геометрическое) ограничение

u(t) ∈ P = [umin, umax]

Например:

Симметричное ограничение: P = [−µ, µ]

Одностороннее управление:

P = [0, µ]

P = [−µ, 0]
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Классы управлений

UOL — программные управления u(t)

измеримые функции [t0, t1] → P

UCL — позиционные стратегии U (t, x)

многозначные отображения [t0, t1] × R
n → conv P,

измеримые по t

полунепрерывные сверху по x

Система с обратной связью — дифференциальное включение

ẋ(t) ∈ Ax(t) + bU (t, x)
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Задача

Задача. Найти

множество разрешимости W [t0] ⊆ R
2N

позиционную стратегию управления U (t, x)

т.ч. все траектории системы, выпущенные из W [t0],
успокаиваются к заданному моменту t1: x(t1) = 0.

W [t0]
W [t]

W [t1] = {0}

t
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Метод динамического программирования

Функция цены:

V (t, x) = min
U ∈UCL

max
x(·)

{

‖x(t1)‖
2
∣

∣

∣ x(t) = x
}

V (t, x) = V (t, x; t1, V (t1, ·)) = V
(

t, x; t1, ‖·‖
2
)

Принцип оптимальности:

V
(

t, x; t1, ‖·‖
2
)

= V
(

t, x; τ, V
(

τ, ·; t1, ‖·‖
2
))

t 6 τ 6 t1
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Уравнение Беллмана

Vt + min
umin6u6umax

〈Vx, Ax + bu〉 = 0 t < t1

V (t1, x) = ‖x‖2

W [t] =
{

x ∈ R
2N
∣

∣

∣
V (t, x) 6 0

}

U
∗(t, x) = Arg min

umin6u6umax

〈Vx, bu〉 =











umin, Vx2N
> 0;

umax, Vx2N
< 0;

[umin, umax], Vx2N
= 0.
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Точное решение

V (t, x) = d2(e(t1−t)Ax, e(t1−t)A
W [t])

Опорная функция множества разрешимости

ρ(ℓ | W [t]) = max
x∈W [t]

〈ℓ,W [t]〉 =

=

∫ t1

t

[umax · max {s2N (τ), 0} + umin · min {s2N (τ), 0}] dτ

Сопряжённая система

ṡ(t) = −AT s(t) s(t1) = ℓ или s(t) = e(t−t1)Aℓ
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Точное решение

Управление — прицеливание на W [t]

U
∗(t, x) =











umin, ℓ0
2N > 0

umax, ℓ0
2N < 0

[umin, umax], ℓ0
2N = 0

d2(e(t1−t)Ax, e(t1−t)A
W [t]) = max

ℓ∈Rn

〈ℓ, x〉−ρ(ℓ | W [t])−
1

4

∥

∥

∥e(t−t1)Aℓ
∥

∥

∥

2
=

=
〈

ℓ0, x
〉

− ρ
(

ℓ0
∣

∣ W [t]
)

−
1

4

∥

∥

∥
e(t−t1)Aℓ0

∥

∥

∥

2

x ∈ W [t] ⇐⇒ ℓ0 = 0
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Приближённое решение

Множество разрешимости W [t]
заменяется аппроксимацией Z [t].

Требования к аппроксимации:

Небольшой объём информации для описания Z [t]

Прицеливание на Z [t] успокаивает систему
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Эллипсоиды

E (m,M) =
{

x
∣

∣

〈

x − m,M−1(x − m)
〉

6 1
}

ρ(ℓ | E (m,M)) = 〈m, ℓ〉 +
√

〈ℓ,Mℓ〉

Управление упругими колебаниями · 1 II 2006 – p. 15/27



Эволюционное уравнение

lim
σ→0+

σ−1h+(Z [t − σ], (I − σA)Z [t] − σbP) = 0

Z [t1] = {0}

h+(X ,Y ) = min {r > 0 | X ⊆ Y + Br}

W [t] — максимальное по включению решение
эволюционного уравнения
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Прицеливание на Z [t]

Z(t, x) = d2(x,Z [t])

min
umin6u6umax

dZ(t, x(t))

dt
= Zt + min

umin6u6umax

〈Zx, Ax + bu〉 6 0.

UZ (t, x) = Arg min
umin6u6umax

〈Zx, bu〉

Если x(t) ∈ Z [t], то

‖x(t1)‖ = d(x(t1),Z [t1]) 6 d(x(t),Z [t]) = 0
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Эллипсоидальная аппроксимация

Z [t] = E (x∗(t), X−(t))

ẋ∗(t) = Ax∗(t) + bp

Ẋ−(t) = AX−(t)+X−(t)AT +X
1

2

−
(t)S(t)(bPbT )

1

2 +(bPbT )
1

2 ST (t)X
1

2

−
(t)

x∗(t1) = 0 X−(t) = 0

S(t)P
1

2 BT s(t) = λ(t)X
1

2

−
s(t) ST (t)S(t) = I s(t) = e(t−t1)Aℓ

P = E (p, P ) p = 1
2(umin + umax) P = 1

4(umax − umin)
2

ρ(s(t) | Z [t]) = ρ(s(t) | W [t])
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Эллипсоидальный синтез управлений

UZ (t, x) =











umin, ℓ0
2N > 0;

umax, ℓ0
2N < 0;

[umin, umax], ℓ0
2N = 0,

ℓ0 = 2λ(X− + λF )−1(x − x∗)

F = e(t−t1)A
T

e(t−t1)A

〈

(X− + λF )−1(x − x∗), X−(X− + λF )−1(x − x∗)
〉

= 1

λ > 0
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Система с неопределённостью































m1ẅ1(t) = k2(w2 − w1) − k1w1 + v1(t)

miẅi(t) = ki+1(wi+1 − wi) − ki(wi − wi−1) + vi(t)

mN ẅN (t) = −kN (wN − wN−1) + u(t) + vN (t)

wi(t0) = w0
i ẇi(t0) = ẇ0

i i = 1, N

vi — возмущения (неизвестные, но ограниченные):

v(t) =







v1(t)
...

vN (t)






∈ Q ∈ conv R

N
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Система с неопределённостью































m1ẅ1(t) = k2(w2 − w1) − k1w1

miẅi(t) = ki+1(wi+1 − wi) − ki(wi − wi−1)

mN ẅN (t) = −kN (wN − wN−1) + u(t) + vN (t)

wi(t0) = w0
i ẇi(t0) = ẇ0

i i = 1, N

v(t) ∈ QN =
{

v ∈ R
N
∣

∣

∣
vi = 0, i = 1, N − 1; vN ∈ [vmin, vmax]

}
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Матричная форма

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t) + Cv(t)

C =

(

0N

M−1

)

M =







m1

. . .

mN






v(t) =







v1(t)
...

vN (t)







Система с обратной связью:

ẋ(t) ∈ Ax(t) + bU (t, x) + CQ
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Задача

Задача. Для фиксированного ε > 0 найти

множество разрешимости W [t0] ⊆ R
2N

позиционную стратегию управления U (t, x)

т.ч. все траектории системы, выпущенные из W [t0],
успокаиваются к заданному моменту t1 с точностью ε:
‖x(t1)‖ 6 ε.

W [t0]
W [t]

W [t1] = B̄ε

t
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Уравнение Беллмана–Айзекса

Vt + min
umin6u6umax

max
v∈Q

〈Vx, Ax + bu + Cv〉 = 0 t < t1

V (t1, x) = ‖x‖2

W [t] =
{

x ∈ R
2N
∣

∣

∣
V (t, x) 6 0

}

U
∗(t, x) = Arg min

umin6u6umax

〈Vx, bu〉 =











umin, Vx2N
> 0;

umax, Vx2N
< 0;

[umin, umax], Vx2N
= 0.
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Решение для QN

Если vi(t) ≡ 0, i = 1, . . . , N − 1, а vN (t) ∈ [vmin, vmax], то

Vt + min
umin6u6umax

max
v∈Q

〈Vx, Ax + bu + Cv〉 = 0

m

Vt + min
umin6u6umax

max
vmin6vN6vmax

〈Vx, Ax + b(u + vN )〉 = 0

m

Vt + min
umin+vmax6u6umax+vmin

〈Vx, Ax + bu〉 = 0

Рассматриваемая задача эквивалентна задаче без
неопределённости при P = [umin + vmax, umax + vmin]
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