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Колебательная система
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Математическая модель
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m1ẅ1(t) = k2(w2 − w1) − k1w1 + v1(t)

miẅi(t) = ki+1(wi+1 − wi) − ki(wi − wi−1) + vi(t) i = 2, N − 1

mN ẅN (t) = −kN (wN − wN−1) + F (t) + vN (t)

wi(t0) = w0
i ẇi(t0) = ẇ0

i i = 1, N

F — управляющая сила

vi — неизвестные возмущающие силы

Система вполне управляема.

При большом N размерность системы высокая.
(В наших экспериментах N до 25, т.е. размерность до 50).
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Аппроксимация телеграфного уравнения
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Аппроксимация телеграфного уравнения
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m1ÿ1(t) = −(k1 + k2)y1(t) + k2y2(t) − µ1ẏ1(t)

m2ÿ2(t) = k2y1(t) − (k2 + k3)y2(t) + k3y3(t) − µ2ẏ2(t)

...

m2ÿN1
(t) = kN−1yN−2(t) − (kN−1 + kN )yN−1(t)+

kNyN (t) − µN−1ẏN−1(t)

mN ÿN (t) = −kNyN−1(t) + kNyN (t) − µN ẏN (t)−

νNyN (t) + F (t) + v(t)

F — управляющее воздействие

v — неизвестное возмущение
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Управление и помеха

Гладкость управления обеспечивается интегратором:

{

Ḟ (t) = F1(t),

Ḟ1(t) = u(t)
u(t) — управление

Ограниченность управления достигается за счёт
модификации интегратора:

{

Ḟ (t) = −α0F (t) + F1(t),

Ḟ1(t) = −α1F1(t) + u(t)

Другой возможный подход — введение фазовых ограничений

|F (t)| 6 µ0, |F1(t)| 6 µ1.
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Управление и помеха

Геометрическое ограничение на управление и помеху:

u(t) ∈ P = [−µ, µ] v(t) ∈ Q ⊂ R
N

Помеха может быть в резонансе с колебательной системой,
может присутствовать

во всех уравнениях

только в последнем уравнении

Система в матричной форме (здесь x = (w, ẇ, F, F1)):

ẋ(t) = Ax(t) + bu + Cv.

Об успокоении колебательных систем за конечное время ограниченными, гладкими управлениями – p. 7/19



Задача

Синтез управлений — UCL: U (t, x) : [t0, t1] × R
n → conv P

(выпуклые компактные значения, измеримо по t, полунепрерывно

снизу по x)

Замкнутая система — дифференциальное включение

ẋ(t) ∈ Ax(t) + bU (t, x) + CQ

Задача. Для данного ε > 0 найти

множество разрешимости W [t0] ⊆ R
n

синтез управлений U (t, x)

т.ч. при x(t0) ∈ W [t0], выполняется ‖x(t1)‖ 6 ε.

Замечание: решение ищется на фиксированном отрезке
времени [t0, t1], это не задача стабилизации!
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Динамическое программирование

Функция цены:

V (t, x) = min
U ∈UCL

max
x(·)

{

max {0, ‖x(t1)‖ − ε}2
∣

∣

∣
x(t) = x

}

V (t, x) = V (t, x; t1, V (t1, ·)), V (t1, x) = max {0, ‖x‖ − ε}2

Принцип оптимальности:

V (t, x; t1, V (t1, ·)) = V (t, x; τ, V (τ, ·; t1, V (t1, ·))) t 6 τ 6 t1
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Динамическое программирование

Vt + min
|u|6µ

max
v∈Q

〈Vx, Ax + bu + Cv〉 = 0 t < t1

V (t1, x) = V (t1, x) = max {0, ‖x‖ − ε}2

V (t, x) = d
(

e(t1−t)Ax, e(t1−t)A
W [t]

)

V (t, x) 6 d
(

e(t1−t)Ax, e(t1−t)A
W [t]

)

без неопределённости при неопределённости

W [t] =
{

x ∈ R
2N+ν

∣

∣

∣
V (t, x) 6 0

}

U
∗(t, x) = Arg min

|u|6µ

〈Vx, bu〉 =











−µ, Vxn
> 0;

µ, Vxn
< 0;

[−µ, µ], Vxn
= 0.
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Аппроксимация

Нахождение точных W [t], V (t, x) требует чрезвычайно
большого объёма вычислений и памяти.

Возможное решение:

заменить множество разрешимости W [t] его внутренней
аппроксимацией W−[t] простой структуры;

заменить функцию цены V (t, x) верхней оценкой

d
(

e(t1−t)Ax, e(t1−t)AW−[t]
)

.
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Эллипсоиды

E (m,M) =
{

x
∣

∣

〈

x − m,M−1(x − m)
〉

6 1
}

ρ(ℓ | E (m,M)) = 〈m, ℓ〉 +
√

〈ℓ,Mℓ〉

(A. B. Kurzhanski and I. Vályi, Ellipsoidal Calculus for Estimation and

Control. Boston: Birkhäuser, 1997.)
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Эллипсоидальная аппроксимация

W−[t] = E (x∗(t), X−(t))

ẋ∗(t) = Ax∗(t) + Cq

Ẋ−(t) = AX−(t) + X−(t)AT − π(t)X−(t) − π−1(t)CQCT +

+X
1

2

−
(t)S(t)(bPbT )

1

2 + (bPbT )
1

2 ST (t)X
1

2

−
(t)

x∗(t1) = 0 X−(t) = 0

S(t)P
1

2 BT s(t) = λ(t)X
1

2

−
s(t) ST (t)S(t) = I π(t) =

˙

s(t), CQCT s(t)
¸ 1

2

〈s(t), X−(t)s(t)〉
1

2

Q = E (q, Q)

ρ(s(t) | W−[t]) = ρ(s(t) | W [t])

(A. B. Kurzhanski and P. Varaiya, “Ellipsoidal techniques for reachability analysis. Part II:

Internal approximations. Box-valued constraints,” Optimization methods and software,

vol. 17, pp. 177–237, 2002.)
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Эллипсоидальная аппроксимация

Эллипсоидальные

аппроксимации

тугие:

ρ(s(t) | W−[t]) =

= ρ(s(t) | W [t])
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Эллипсоидальный синтез управлений

UW−
(t, x) =











−µ, ℓ0
2N+ν > 0;

µ, ℓ0
2N+ν < 0;

[−µ, µ], ℓ0
2N+ν = 0,

ℓ0 = X−1
− [t] · (x − x∗(t))

Ellipsoidal toolbox:

http://www.eecs.berkeley.edu/~akurzhan/ellipsoids/
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Преимущества подхода

Представленный подход — общая схема решения задач
управления высоких размерностей.

Эффективность:

В R
n эллипсоид описывается O(n2) значениями.

Для нахождения аппроксимации решается система ОДУ.

Управление вычисляется как решение линейной системы.

Параллельные вычисления.

Компромисс между точностью и вычислительной
трудностью.
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Преимущества подхода

При помощи эллипсоидальной аппроксимации возможно
анализировать соотношения между

ограничениями на управление

ограничениями на помеху

желаемой точностью управления (ε)

длиной отрезка времени.
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