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ÓÄÊ 517.977ÎÁ ÓÑÏÎÊÎÅÍÈÈ ÌÍÎ�ÎÇÂÅÍÍÎÉ ÊÎËÅÁÀÒÅËÜÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛÂ ÓÑËÎÂÈßÕ ÍÅÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÛÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉÈ.Â.Âîñòðèêîâ, À.Í.Äàðüèí, À.Á.ÊóðæàíñêèéÄàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è î ñèíòåçå óïðàâëåíèé äëÿ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåìâûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé. Â íåé óêàçàíû ý��åêòèâíûå ñõåìû ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ äëÿ ñè-ñòåì, ïîäâåðæåííûõ íåèçâåñòíûì, íî îãðàíè÷åííûì âîçìóùåíèÿì, â òîì ÷èñëå íàõîäÿùèìñÿ âðåçîíàíñå ñ ñèñòåìîé. Âûáðàííûé ïîäõîä îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ñëàáî èíâàðèàíòíûõ ìíîãî-çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, èçâåñòíûõ êàê ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñèíòåçà èëè ïîïÿòíûõîáëàñòåé äîñòèæèìîñòè (¾ìîñòîâ Í. Í. Êðàñîâñêîãî¿) [1℄. Óêàçàííûå ìíîæåñòâà äàëåå èñïîëü-çóþòñÿ â ðàìêàõ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ, à òàêæå äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîçìîæíîñòè óñïîêîåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìûçà çàäàííîå êîíå÷íîå âðåìÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû è âîçìóùåíèÿõ. Îòìå÷åíàðîëü ýëëèïñîèäàëüíûõ ìåòîäîâ äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîãî êðóãà çàäà÷. Íàðÿäó ñ òåîðè-åé â ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âûïîëíåííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåìñïåöèàëèçèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî ïàêåòà ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè âäàííîé ðàáîòå èñêîìûõ îáëàñòåé äîñòèæèìîñòè. Ïîñëåäíèé ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è ðåàëè-ñòè÷íî âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííîãî âðåìåíè.1 Çàäà÷à�àññìîòðèì çàäà÷ó î ñèíòåçå óïðàâëåíèÿ, óñïîêàèâàþùåãî êîëåáàíèÿ ïîäâåøåííîé öåïè èçêîíå÷íîãî ÷èñëà íàãðóæåííûõ ïðóæèí çà ñ÷¼ò óïðàâëÿþùåé ñèëû, ïðèëîæåííîé ê êîíöó îäíîéèç ïðóæèí (ðèñ. 1). Ñèñòåìà äîëæíà äîñòè÷ü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ çà çàäàííîå êîíå÷íîå âðåìÿ.Ïîìèìî ïðóæèí, öåïü ñîäåðæèò òàêæå ãðóçû ñ èçâåñòíîé ìàññîé, çàêðåïë¼ííûå ìåæäóïðóæèíàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàññû ïðóæèí ïðåíåáðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàññàìèãðóçîâ, à âåðõíèé êîíåö öåïè æ¼ñòêî çàêðåïë¼í íà íåïîäâèæíîì ïîäâåñå, òîãäà ìàëûå êîëåáà-íèÿ öåïè ìîãóò áûòü îïèñàíû ñëåäóþùåé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéâòîðîãî ïîðÿäêà:







m1ẅ1 = k2(w2 − w1) − k1w1,

miẅi = ki+1(wi+1 − wi) − ki(wi − wi−1), i 6= 1, ν,N ;

mνẅν = kν+1(wν+1 − wν) − kν(wν − wν−1) + u(t),

mN ẅN = −kN (wN − wN−1),

t > t0. (1)Çäåñü N � ÷èñëî ïðóæèí, ïðîíóìåðîâàííûõ ñâåðõó âíèç. �ðóçû ïðîíóìåðîâàíû àíàëîãè÷íûìîáðàçîì, òàê ÷òî i -é ãðóç ïðèêðåïë¼í ê íèæíåìó êîíöó i -é ïðóæèíû. ×åðåç wi îáîçíà÷àåòñÿñìåùåíèå i -ãî ãðóçà îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, mi > 0 � ìàññà i -ãî ãðóçà, ki > 0 �êîý��èöèåíò æ¼ñòêîñòè i -é ïðóæèíû. Ñèëà òÿæåñòè âõîäèò â ñèñòåìó óðàâíåíèé (1) íåÿâíûìîáðàçîì, îïðåäåëÿÿ äëèíû ïðóæèí â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.0�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 06-01-00332), ïðîãðàììû ¾Óíèâåðñèòåòû �îñ-ñèè � �óíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ¿ (ãðàíò Ó�.03.02.521) è ïðîãðàììû ��îñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà âåäó-ùèõ íàó÷íûõ øêîë� (ãðàíò ÍØ-5344.2006.1). 1



Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå öåïè â ìîìåíò âðåìåíè t0 îïðåäåëÿåòñÿ ñìåùåíèÿìè w0
i è ñêîðîñòÿìèãðóçîâ ẇ0

i :
wi(t0) = w0

i , ẇi(t0) = ẇ0
i .Óïðàâëÿþùàÿ ñèëà u(t) ïðèëîæåíà ê ν -ìó ãðóçó, å¼ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èçîòðåçêà P = [umin, umax] . Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, èëè æ¼ñòêèì îãðàíè÷å-íèåì, ïîçâîëÿþùèì ó÷åñòü êîíñòðóêòèâíûå îñîáåííîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð,àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ïðèêëàäûâàåìîé ñèëû íå äîëæíî ïðåâûøàòü ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ µ(P = [−µ, µ] ), èëè ñèëó ìîæíî ïðèêëàäûâàòü òîëüêî â îäíîì íàïðàâëåíèè (òîëüêî âíèç:

P = [0, µ] , èëè òîëüêî ââåðõ: P = [−µ, 0] ).Ñèñòåìó (1) ïðè ν = N ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçíîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî ïðî-ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé (ìåòîä ïðÿìûõ) îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ñòðóíûñ çàêðåïë¼ííûì ëåâûì êîíöîì è ñèëîé, ïðèëîæåííîé íà ïðàâîì ñâîáîäíîì êîíöå:
ρ(ξ)wtt(t, ξ) = [E(ξ)wξ(t, ξ)]ξ, t > t0, 0 < ξ < L;

w(t, 0) = 0, wξ(t, L) = E−1(L)u(t), t > t0;

w(t0, ξ) = w0(ξ), wt(t0, ξ) = ẇ0(ξ), 0 6 ξ 6 L.(Çäåñü w(t, ξ) � ñìåùåíèå òî÷êè ξ â ìîìåíò t ; êàæäàÿ òî÷êà ñòðóíû ξ îïèñûâàåòñÿ ìîäó-ëåì Þíãà E(ξ) è ïëîòíîñòüþ ρ(ξ) .) Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ìîæåò îêàçàòüñÿïîëåçíûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì [2℄.Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåéïåðåâîä ñèñòåìû (1) èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ â çàäàííûéìîìåíò âðåìåíè â óêàçàííûé ìîìåíò âðåìåíè1 t1 : w(t1) = 0 , ẇ(t2) = 0 .Â îòñóòñòâèå íåîïðåäåë¼ííîñòåé â ñèñòåìå ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ è óïðàâëåíèÿ ñ îá-ðàòíîé ñâÿçüþ îáåñïå÷èâàþò äîñòèæåíèå îäíîãî è òîãî æå ðåçóëüòàòà, òî åñòü çàäà÷à ðàçðå-øèìà èëè íå ðàçðåøèìà îäíîâðåìåííî äëÿ óêàçàííûõ êëàññîâ óïðàâëåíèé (ñì. [5℄). Îäíàêîïðè íàëè÷èè ïîìåõ èñïîëüçîâàíèå ñèíòåçà óïðàâëåíèé ìîæåò çàìåòíî óëó÷øèòü ðåçóëüòàò çàñ÷¼ò èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î ðåàëèçàöèè âîçìóùåíèé ïî õîäó ïðîöåññàóïðàâëåíèÿ.Ïðåæäå ÷åì äàòü îïðåäåëåíèå ñèíòåçà óïðàâëåíèé è �îðìóëèðîâêó çàäà÷è, ïåðåïèøåì èñ-õîäíóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó â íîðìàëüíîé ìàòðè÷íîé �îðìå, äëÿ ÷åãî ââåä¼ì ðàñøèðåííûéâåêòîð íåèçâåñòíûõ x ∈ R
2N , òàê ÷òî (x1, . . . , xN ) = w , (xN+1, . . . , x2N ) = ẇ . Òîãäà
ẋ(t) = Ax(t) + bu(t), x(t0) = x0 =

(
w0

ẇ0

)

, (2)
A =

(
0 IN×N

−M−1K 0

)

, b = (0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

N

, 0, . . . , 0,m−1
ν , 0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸

N

)T ,

M =






m1 . . .
mN




 , K =










k1 + k2 −k2

−k2 k2 + k3 −k3. . . . . . . . .
−kN−1 kN−1 + kN −kN

−kN kN




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.Ïåðåéä¼ì ê ñòðîãîìó îïðåäåëåíèþ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèåé óïðàâëåíèÿ (ñèíòåçîì óïðàâëåíèé) íàçûâàåòñÿ ìíî-ãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå U (t, x) : [t0, t1] × R
2N → P , ïîëóíåïðåðûâíîå ñâåðõó ïî ïåðåìåííîé

x , èçìåðèìîå ïî t , ïðèíèìàþùåå íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå P .Êëàññ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé îáîçíà÷àåòñÿ UCL .1Çàäà÷à î ïîëíîé îñòàíîâêå ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ìèíèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòüþ óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàëàñüâ ðàáîòàõ [3, 4℄ è äðóãèìè àâòîðàìè. 2



Óêàçàííûé êëàññ óïðàâëåíèé îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå è ïðîäîëæàåìîñòü ðåøåíèé äè�-�åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ [6℄
ẋ(t) ∈ Ax(t) + bU (t, x), t > t0 (3)âîçíèêàþùåãî ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ïðàâóþ ÷àñòü (2) ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè U (t, x) âìåñòî

u(t) . Õîòÿ èñõîäíàÿ ñèñòåìà áûëà ëèíåéíîé, ñèñòåìà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (3) òàêîâîé íå ÿâëÿåòñÿèç-çà ïðèñóòñòâèÿ íåëèíåéíîé �óíêöèè U (t, x) .Çàäà÷à 1. Íàéòè ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W [t0] ⊆ R
2N è òàêóþ ïîçèöèîííóþ ñòðàòåãèþóïðàâëåíèÿ U (t, x) , ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3), âûïóùåííûå èç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà

W [t0] â ìîìåíò âðåìåíè t0 , áóäóò äîñòèãàòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ê ìîìåíòó t1 (òî åñòü
x(t1) = 0 ).Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W [t0] òàêæå íàçûâàþò ïîïÿòíûì ìíîæåñòâîì äîñòèæèìî-ñòè (ïîñêîëüêó ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, äîñòèæèìûõ èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â îáðàòíîì âðå-ìåíè).Ïðèâåä¼ííàÿ ïîñòàíîâêà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà çàäà÷è ñ íåîïðåäåë¼í-íîñòüþ. Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñèíòåçà, ãäå óïðàâëåíèþ òðåáóåòñÿ óñïîêîèòü êîëå-áàíèÿ ñèñòåìû íåñìîòðÿ íà äåéñòâèå çàðàíåå íåèçâåñòíûõ âîçìóùåíèé. Ïðè ýòîì áóäåò ïðåä-ïîëàãàòüñÿ, ÷òî äîñòóïíàÿ èí�îðìàöèÿ î ïîìåõå èñ÷åðïûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì å¼ äîïóñòèìûõçíà÷åíèé.Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ó÷åñòü ìîäåëüíûå îøèáêè. Íàïðèìåð, âåðõíèé êîíåööåïî÷êè ìîæåò áûòü çàêðåïëåí íåäîñòàòî÷íî æ¼ñòêî, âñëåäñòâèå ÷åãî âîçíèêàþò äîïîëíèòåëü-íûå íåèçâåñòíûå ñëàãàåìûå â ïåðâîì óðàâíåíèè ñèñòåìû (1). Âõîäÿùèå â ñèñòåìó �èçè÷å-ñêèå ïàðàìåòðû � ìàññû è êîý��èöèåíòû óïðóãîñòè � ìîãóò áûòü èçìåðåíû ñ íåêîòîðîéïîãðåøíîñòüþ, òîãäà ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþ-ùèå ïîïðàâêè â ïðàâóþ ÷àñòü (1) òàêæå áóäóò îãðàíè÷åíû. Òåì æå ñïîñîáîì ìîæíî ó÷åñòü èíåëèíåéíîñòè, ñâÿçàííûå ñ èçìåíåíèåì æ¼ñòêîñòè ïðè óäëèííåíèè ïðóæèí.Ñèñòåìà ñ ïîìåõîé èìååò âèä







m1ẅ1 = k2(w2 − w1) − k1w1 + v1,

miẅi = ki+1(wi+1 − wi) − ki(wi − wi−1) + vi, i 6= 1, ν,N ;

mνẅν = kν+1(wν+1 − wν) − kν(wν − wν−1) + u(t) + vν ,

mN ẅN = −kN (wN − wN−1) + vN ,

t > t0. (4)Çäåñü âîçìóùàþùàÿ ñèëà vi ïðèëàãàåòñÿ ê i -ìó ãðóçó. Êàê è óïðàâëåíèå, ïîìåõà ñòåñíåíàãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì: v(t) ∈ Q , ãäå Q � íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò èç R
N .Çàïèøåì ñèñòåìó (4) â ñòàíäàðòíîé ìàòðè÷íîé �îðìå

ẋ(t) = Ax(t) + bu(t) + Cv(t), x(t0) = x0, C =

(
0N×N

M−1

)

,ãäå ìàòðèöû A , b è M îïðåäåëåíû â (2). Îòìåòèì, ÷òî ïîìåõà çäåñü âõîäèò ëèøü â ïîëîâèíóóðàâíåíèé.Ïðè ïîçèöèîííîì óïðàâëåíèè U (t, x) ∈ UCL ñèñòåìà ïðåâðàùàåòñÿ â äè��åðåíöèàëüíîåâêëþ÷åíèå
ẋ(t) ∈ Ax(t) + bU (t, x) + CQ(t), t > t0, (5)ðåøåíèÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò íà èíòåðâàëå [t0, t1] â ñèëó ñâîéñòâ êëàññà UCL .Èç-çà íàëè÷èÿ íåèçâåñòíûõ âîçìóùåíèé óïðàâëåíèå óæå íå ìîæåò â îáùåì ñëó÷àå ãàðàí-òèðîâàòü ïîëíîãî óñïîêîåíèÿ êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Òîãäà áóäåì òðåáîâàòü ïðèâåäåíèÿ òðà-åêòîðèé ñèñòåìû â çàäàííóþ ε -îêðåñòíîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò.3



Çàäà÷à 2. Äëÿ çàäàííîãî ÷èñëà ε > 0 íàéòè ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè Wε[t0] ⊆ R
2N è òàêóþïîçèöèîííóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ Uε(t, x) , ÷òîáû âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (5), âûïóùåííûåèç íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà Wε[t0] â ìîìåíò âðåìåíè t0 , óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ ‖x(t1)‖ 6 ε ,êàêèì áû íè áûëî âîçìóùåíèå v(t) .Ìíîæåñòâî Wε[t0] ñëàáî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (5).Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñëàáî èíâàðèàíòíûì, åñëè äëÿ êàæäîé åãî òî÷êè ñóùå-ñòâóåò ñòðàòåãèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ïåðåâîäÿùàÿ ñèñòåìó èç ýòîé òî÷êè â öåëåâîå ìíîæåñòâîâ çàäàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñâîéñòâî ñëàáîé èíâàðèàíòíîñòè âåñüìà âàæíî äëÿ ïîñòðîåíèÿòî÷íûõ ñòðàòåãèé óïðàâëåíèÿ èëè èõ àïïðîêñèìàöèé (íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ýëëèïñî-èäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé, îïèñàííûõ äàëåå).Çàäà÷ó (2) ìîæíî òàêæå èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äè��åðåíöèàëüíóþ èãðó [7, 8, 9℄.2 Àíàëèç óïðàâëÿåìîñòèÏðåæäå ÷åì ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷, èññëåäóåì óïðàâëÿå-ìîñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû (2).Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà âèäà ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) ( x ∈ R

n , u ∈ R
m ) íàçûâàåòñÿâïîëíå óïðàâëÿåìîé [13, 14℄, åñëè äëÿ ëþáûõ ïàð ñîñòîÿíèé (t0, x0) è (t1, x1) ( t1 > t0 , xi ∈

R
n ) ñóùåñòâóåò ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå u : [t0, t1] → R

m , ïåðåâîäÿùåå ñèñòåìó èç ïåðâîãîñîñòîÿíèÿ âî âòîðîå. Êðèòåðèåì ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
rankΦ(A,B) = n, Φ(A,B) =

(
B AB . . . An−1B

)
. (6)Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà (2) âïîëíå óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ ñîáñòâåí-íûõ âåêòîðîâ ξ(i) ìàòðèöû A0 = M−

1

2 KM−
1

2 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ξ
(i)
ν 6= 0 .Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåä¼ì â óðàâíåíèè (1) ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â äâà ýòàïà. Ñíà-÷àëà ïîëîæèì y(t) = M

1

2 w(t) , ïîñëå ÷åãî ñèñòåìà ïðèìåò âèä
ẅ(t) = −A0w(t) + byu(t), by = (0, . . . , 0,m

−
1

2
ν , 0, . . . , 0)T .Ïîñêîëüêó A0 � ñàìîñîïðÿæ¼ííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöà, îíà ïðåäñòàâèìà ââèäå A0 = ΞΛΞT , ãäå Ξ � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ξ(i) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-íûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A0 , à Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèåñîáñòâåííûå ÷èñëà λi > 0 .Ïîñëå âòîðîé çàìåíû w(t) = Ξh(t) ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ḧ(t) = −Λh(t) + bhu(t), bh = ΞT by, (7)èëè, â ïîýëåìåíòíîé çàïèñè,
ḧi(t) = −λih(t) + m

−
1

2
ν ξ(i)

ν u(t).Äàëåå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 1. Ñèñòåìà ẍ(t) = Ax(t) + Bu(t) âïîëíå óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàñèñòåìà ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) âïîëíå óïðàâëÿåìà.Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ïåðâóþ ñèñòåìó â íîðìàëüíîé �îðìå: ẋ(t) = Âx(t) + B̂u(t) , ãäå
Â =

(
0 In×n

A 0

)

, B̂ =

(
0n×m

B

)

.

4



Äàëåå èìååì
Φ(Â, B̂) =

(
0 B 0 AB . . . 0 An−1B

B 0 AB 0 . . . An−1B 0

)

,

rankΦ(Â, B̂) = rank

(
0 Φ(A,B)

Φ(A,B) 0

)

= 2 rankΦ(A,B),îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.Ïðèìåíÿÿ äîêàçàííóþ ëåììó ê ñèñòåìå (7), ïðèõîäèì ê èññëåäîâàíèþ ðàíãà ìàòðèöû
Φ(Λ, bh) . Èìååì

Φ(Λ, bh) = m
−

1

2
µ






ξ
(1)
ν λ1ξ

(1)
ν . . . λN−1

1 ξ
(1)
ν. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ξ
(N)
ν λN ξ

(N)
ν . . . λN−1

N ξ
(N)
ν




. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, ïîëó÷àåì

det Φ(Λ, bh) = m
−

1

2
µ

[
N∏

i=1

ξ(i)
ν

]


∏

16i<j6N

(λj − λi)



.Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ðàçëè÷íû, òàê êàê A0 � ñèììåòðè÷íàÿ òð¼õäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äîêàçûâàåìîå óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè: ÷èñëà ξ
(i)
ν íå îáðàùàþòñÿ â íóëü.Ñëåäñòâèå 1.1. Â ñëó÷àå mi ≡ m , ki ≡ k ñèñòåìà (2) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(ν, 2N + 1) = 1 . Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà âñåãäà âïîëíå óïðàâëÿåìàïðè ν = 1, 2, N .Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà A0 çäåñü èìååò âèä

A0 =
k

m
Â0, Â0 =









2 −1 0 . . . . . . . . . . . . 0
−1 2 −1 . . . . . . . . . . . . 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −1 2 −1
0 0 0 . . . 0 −1 1







Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Â0 èìå-þò âèä ξ

(i)
j = sin j(2i−1)

2N+1 π , i, j = 1, N , à ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû λi =

2
(

1 − cos 2i−1
2N+1π

) . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ξ
(i)
j = sin(ν − j(2i−1)

2N+1 )π = sin 2ν(N+1−i)
2N+1 π , ïîëó÷àåì, ÷òî êîîð-äèíàòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ξ

(i)
ν ïðîáåãàþò íàáîð çíà÷åíèé sin νi

2N+1π , i = 1, 2N . Ñëåäîâà-òåëüíî, óñëîâèå óïðàâëÿåìîñòè èìååò âèä νi 6= 0(mod2N + 1) , i ∈ 1, 2N .Ñëåäñòâèå 1.2. Â ñëó÷àÿõ ν = 1 è ν = N ñèñòåìà (2) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå óïðàâëÿåìîé ïðèëþáûõ mi > 0 , ki > 0 .Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñëó÷àé ν = 1 . Ïóñòü A0ξ = λξ , ξ 6= 0 , ξ1 = 0 . Íî òîãäà
(A0ξ)1 = −k2ξ2 = 0 , ñëåäîâàòåëüíî, ξ2 = 0 . (A0ξ)2 = −k3ξ3 , ñëåäîâàòåëüíî, ξ3 = 0 . Ïðî-äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ïîëó÷àåì, ÷òî ξ = 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ξ 6= 0 .Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ξ1 6= 0 .Ñëó÷àé ν = N ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.Â ñëó÷àÿõ, íå îõâà÷åííûå ñëåäñòâèÿìè 1.1 è 1.2, ïîëíóþ óïðàâëÿåìîñòü ñèñòåìû ìîæíîèññëåäîâàòü, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿÿ óñëîâèå òåîðåìû.5



3 �åøåíèå3.1 Ñèñòåìà áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè�àññìîòðèì âíà÷àëå çàäà÷ó îá óñïîêîåíèè êîëåáàíèé â îòñóòñòâèè íåîïðåäåë¼ííûõ âîçìóùå-íèé (çàäà÷à 1). Ïîñòàíîâêà çàäà÷è íå ñîäåðæàëà êàêîãî-ëèáî îïòèìèçàöèîííîãî êðèòåðèÿ, îä-íàêî äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîòðåáóåì îò óïðàâëåíèÿ,÷òîáû îíî ìèíèìèçèðîâàëî îòêëîíåíèå îò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Â÷àñòíîñòè, åñëè òàêîå îòêëîíåíèå ðàâíî íóëþ, òî âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå çàäà÷è 1 î ïîëíîìóñïîêîåíèè êîëåáàíèé. Ââåä¼ì ñîîòâåòñòâóþùóþ �óíêöèþ öåíû
V (t, x) = min

U ∈UCL max
x(·)∈XU (·)

‖x(t1)‖
2. (8)Çäåñü XU (·) � òðóáêà ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðàòå-ãèè óïðàâëåíèÿ U (t, x) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ x(t) = x .Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ öåíû çàâèñèò íå òîëüêî îò íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t, x) , íî òàêæåîò êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t1 è çàäàííîãî â ýòîò ìîìåíò òåðìèíàëüíîãî �óíêöèîíàëà, âäàííîì ñëó÷àå ϕ(x) = ‖x‖2 = d2(x, {0}) . Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî îáîçíà÷åíèÿ, îòðàæàþùåãîóêàçàííóþ çàâèñèìîñòü:

V (t, x) = V (t, x; t1, ϕ(·)) = min
U ∈UCL max

x(·)∈XU (·)
ϕ(x(t1))ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè, âûðàæåííûé â âèäå ïîëóãðóïïîâîãî ñâîé-ñòâà äëÿ îáîáù¼ííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

V (t, x; t1, ϕ(·)) = V (t, x; τ, V (τ, ·; t1, ϕ(·))), t 6 τ 6 t1. (9)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ïàðå (t, x) ñîäåðæèòñÿ âñÿ èí�îðìàöèÿ î òåêóùåì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû,÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü îñíîâíîå óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ öåíû V (t, x) ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà (�ßÁ)
Vt + min

umin6u6umax

〈Vx, Ax + bu〉 = 0, t < t1, (10)ñ êðàåâûì óñëîâèåì V (t1, x) = ‖x‖2 .Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ñðåäñòâ âûïóêëîãî àíàëèçà [15℄ (ñì. [5℄).�åøåíèå çàäà÷è 1 ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç �óíêöèþ öåíû, åñëè ïîñëåäíÿÿ êàêèì-ëèáîîáðàçîì íàéäåíà. À èìåííî, ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ïðåäñòàâèìî â âèäå:
W [t] =

{
x ∈ R

2N
∣
∣ V (t, x) 6 0

}
. (11)Îïòèìàëüíàÿ ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ çäåñü ñîñòîèò èç ìèíèìèçàòîðîâ u â (10):

U
∗(t, x) = Arg min

umin6u6umax

〈Vx, bu〉 = Arg min
umin6u6umax

VxN+ν
u =







umin, VxN+ν
> 0;

umax, VxN+ν
< 0;

[umin, umax], VxN+ν
= 0.Îòìåòèì, ÷òî óïðàâëåíèå ïðèíèìàåò ëèøü êðàéíèå çíà÷åíèÿ umin , umax , çà èñêëþ÷åíèåìïîëîæåíèé x âíóòðè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W [t] è íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ ïîëîæåíèéâíå W [t] , ãäå VxN+ν

= 0 .Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ öåíû ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ìíî-æåñòâî ðàçðåøèìîñòè W [t] . Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà, ïîëó÷àåì (ñì. [5℄):
V (t, x) = d2

(

e(t1−t)Ax, e(t1−t)A
W [t]

)

. (12)6



Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü çàïèñàíî áîëåå ïîäðîáíî:
d2(e(t1−t)Ax, e(t1−t)A

W [t]) = max
ℓ∈R2N

{

〈ℓ, x〉 − ρ(ℓ | W [t]) −
1

4

∥
∥
∥e(t−t1)Aℓ

∥
∥
∥

2
}

=

=
〈
ℓ0, x

〉
− ρ

(
ℓ0

∣
∣ W [t]

)
−

1

4

∥
∥
∥e(t−t1)Aℓ0

∥
∥
∥

2
. (13)Çäåñü ρ(ℓ | W [t]) � îïîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà W [t] â íàïðàâëåíèè ℓ (ñì. [15℄):

ρ(ℓ | W [t]) = max
x∈W [t]

〈ℓ, x〉, (14)à ℓ0 � ìàêñèìèçàòîð â (13), åäèíñòâåííûé â ñèëó ñèëüíîé âûïóêëîñòè ìàêñèìèçèðóåìîé �óíê-öèè. Äëÿ íàøåé çàäà÷è îïîðíàÿ �óíêöèÿ (14) ìîæåò áûòü âûðàæåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ρ(ℓ | W [t]) =

∫ t1

t

[umax · (sN+ν(τ))+ + umin · (sN+ν(τ))−] dτ, (15)ãäå a− = min {a, 0} , a+ = max {a, 0} , à s(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîïðÿæ¼ííîãî óðàâíåíèÿ
ṡ(t) = −AT s(t), s(t1) = ℓ. (16)Îïòèìàëüíàÿ ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ òîãäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

U
∗(t, x) =







umin, ℓ0
N+ν > 0;

umax, ℓ0
N+ν < 0;

[umin, umax], ℓ0
N+ν = 0.

(17)Òåîðåìà 3. Ñèíòåç óïðàâëåíèé, îïèñûâàåìûé ñîîòíîøåíèÿìè (17)�(16), ïðèíàäëåæèò êëàñ-ñó ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé UCL , è â ñîâîêóïíîñòè ñî ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè, îïðåäå-ë¼ííûì ñâîåé îïîðíîé �óíêöèåé (15), ñîñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è 1.Íàèáîëüøàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ íàãðóçêà çäåñü âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îïòèìèçàöèèâ (13). Ïîñëåäíÿÿ ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíà, åñëè çàìåíèòü òî÷íîå ìíîæåñòâî ðàçðå-øèìîñòè W [t] íà åãî àïïðîêñèìàöèþ Z [t] äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ñòðóêòóðû.Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè èñïîëüçóåì ýëëèïñîèäû:
E (q,Q) =

{
x ∈ R

2N
∣
∣
〈
x − q,Q−1(x − a)

〉
6 1

}
.Çäåñü q ∈ R

N � öåíòð ýëëèïñîèäà, Q ∈ R
2N×2N � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ ìàòðèöàêîí�èãóðàöèè (å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïðåäåëÿþò îðèåíòàöèþ è ðàçìåð ýëëèïñîèäà).Îïîðíàÿ �óíêöèÿ ýëëèïñîèäà ðàâíà

ρ(ℓ | E (q,Q)) = 〈ℓ, q〉 + 〈ℓ,Qℓ〉
1

2 .Âûâîä óðàâíåíèé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè [5, 16, 17, 18℄ îñíîâàí íà ýâîëþöèîííîìóðàâíåíèè [19, 20, 21, 22℄ äëÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè è åãî àïïðîêñèìàöèé:
lim

σ→0+
σ−1h+(W [t − σ], (I − σA)W [t] − σbP) = 0, (18)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì W [t1] = {0} . Çäåñü h+(X ,Y ) = min {r > 0 | X ⊆ Y + Br(0)} � ïîëó-ìåòðèêà Õàóñäîð�à â ïðîñòðàíñòâå êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ R

2N . Íàèáîëüøåå ïî âêëþ÷åíèþðåøåíèå (18) ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè W [t] .Äëÿ öåëåé ñèíòåçà óïðàâëåíèé âàæíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ðåøåíèé ýâîëþöèîííîãî óðàâ-íåíèÿ [5℄: 7



Òåîðåìà 4. Ïóñòü Z [t] � òàêîå ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (18), ÷òî �óíêöèÿ
ρ(ℓ | Z [t]) äè��åðåíöèðóåìà ïî t äëÿ ëþáîãî ℓ ∈ R

2N . Òîãäà �óíêöèÿ
Z(t, x) = d2

(

e(t1−t)Ax, e(t1−t)A
Z [t]

)óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó
min

umin6u6umax

dZ(t, x(t))

dt
= Zt + min

umin6u6umax

〈Zx, Ax + bu〉 6 0. (19)Êàê ñëåäñòâèå (19) âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ, îïðåäåë¼í-íîãî êàê ìíîæåñòâî ìèíèìèçàòîðîâ â (19):
UZ (t, x) = Arg min

umin6u6umax

〈Zx, bu〉. (20)Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà x(t0) òðàåêòîðèè äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (3) íàõîäèòñÿ âíóòðè
Z [t0] , òî îñòàëüíàÿ ÷àñòü òðàåêòîðèè òàêæå ëåæèò â òðóáêå. Z [t0] . Ïîñëåäíåå âåðíî, ïîñêîëü-êó ðàññòîÿíèå îò x(t) äî Z [t] ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé �óíêöèåé.Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè âíóòðåííÿÿ àïïðîêñèìàöèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ðåøå-íèåì ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ, òî ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ (20) óñïîêàèâàåò öåïü äëÿ âñåõíà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé èç Z [t0] â ìîìåíò t1 . Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî�îðìóëàì (13)�(17) ñ çàìåíîé W [t] íàZ [t] . Òàêóþ ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ ìîæíî èíòåðïðå-òèðîâàòü êàê ¾ïðèöåëèâàíèå¿ íà òðóáêó Z [t] .Ïîèñê âíóòðåííåé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè E (x∗(t),X−(t)) , óäîâëåòâîðÿþùåé ýâî-ëþöèîííîìó óðàâíåíèþ, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíå-íèÿì äëÿ ïàðàìåòðîâ ýëëèïñîèäà [16℄:

ẋ∗(t) = Ax∗(t) + bp, x∗(t1) = 0; (21)
Ẋ−(t) = AX−(t) + X−(t)AT + X

1

2

−
(t)S(t)(bPbT )

1

2 + (bPbT )
1

2 ST (t)X
1

2

−
(t), X−(t1) = 0;

S(t)P
1

2 BT s(t) = λ(t)X
1

2

−
s(t), ST (t)S(t) = I.Çäåñü p = 1

2 (umin+umax) è P = 1
4(umax−umin)

2 � ïàðàìåòðû îäíîìåðíîãî ýëëèïñîèäà E (p, P ) ,ðàâíîãî îòðåçêó P = [umin, umax] .Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ýëëèïñîèäàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà ðàçðå-øèìîñòè â íàïðàâëåíèè, îïðåäåëÿåìîì ðåøåíèåì ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû (16) (äëÿ çàäàííîãîíàïðàâëåíèÿ ℓ ∈ R
2N ):

ρ(s(t) | E (x∗(t),X−(t))) = ρ(s(t) | W [t]). (22)Èç (22) ñëåäóåò, ÷òî îáúåäèíåíèå àïïðîêñèìàöèé ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì ℓ äà¼ò â òî÷íîñòèìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè:
W [t] =

⋃

{E (x∗(t),X−(t)) | ‖ℓ‖ = 1}.Â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìàêñèìèçàòîð ℓ0 â �îðìóëå (13), íåîáõîäèìûéäëÿ âû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ, ìîæåò áûòü íàéäåí êàê
ℓ0 = 2λ(X− + λF )−1(x − x∗), F = e(t−t1)AT

e(t−t1)A, (23)ãäå λ � åäèíñòâåííûé íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ
〈
(X− + λF )−1(x − x∗),X−(X− + λF )−1(x − x∗)

〉
= 1, (24)èëè ℓ0 = 0 , åñëè (24) íå èìååò íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé.Âîçìîæíî óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü îòûñêàíèÿ óïðàâëåíèÿ, îòêàçàâøèñü îòðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (24), åñëè â îïðåäåëåíèè �óíêöèè Z(t, x) èñïîëüçîâàòü ìåòðèêó, ïîðîæ-äàåìóþ ìàòðèöåé X−(t) (ñì. [23℄). 8



3.2 Ñèñòåìà ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ�åøåíèå, èçëîæåííîå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà ñëó÷àé íåîïðåäå-ë¼ííûõ âîçìóùåíèé (çàäà÷à 2). Ïðèâåä¼ì êðàòêîå èçëîæåíèå ýòîãî ðåøåíèÿ, îñòàíàâëèâàÿñüáîëåå ïîäðîáíî íà èçìåíåíèÿõ, âûçâàííûõ ïðèñóòñòâèåì íåîïðåäåë¼ííîñòè.Çäåñü �óíêöèÿ öåíû ñíîâà ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ (8), ïðè ýòîì â äàííîì ñëó÷àå XU (·) �òðóáêà ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (5) ïðè �èêñèðîâàííîì ïîçèöèîííîì óïðàâ-ëåíèè U (t, x) è íà÷àëüíîì óñëîâèè x(t) = x .Äëÿ �óíêöèè öåíû âûïîëíåí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè (9), ÷òî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòüîñíîâíîå óðàâíåíèå äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå óêàçàííîå óðàâíåíèå,åñëè ïîòðåáóåòñÿ, ñëåäóåò ïîíèìàòü â îáîáù¼ííîì ñìûñëå âÿçêîñòíûõ [25, 26℄ èëè ìèíèìàêñíûõðåøåíèé [27℄.Òåîðåìà 5. Ôóíêöèÿ öåíû V (t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà (�ßÁÀ)
Vt + min

umin6u6umax

max
v∈Q

〈Vx, Ax + bu + Cv〉 = 0, t < t1, (25)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì V (t1, x) = max
{

‖x‖2 − ε2, 0
} .Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå �ßÁ (10) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì (25) ïðè Q = {0} .Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W [t] ïðåäñòàâèìî â âèäå (11), îäíàêî â îòëè÷èå îò çàäà÷è áåçíåîïðåäåë¼ííîñòè óæå íåâîçìîæíî âûðàçèòü �óíêöèþ öåíó èñêëþ÷èòåëüíî ÷åðåç ìíîæåñòâîðàçðåøèìîñòè, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â (12). Òåì íå ìåíåå, äëÿ öåëåé ñèíòåçà óïðàâëåíèé ìîæíîèñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó [5℄:

V (t, x) 6 W (t, x) = d2
(

e(t1−t)Ax, e(t1−t)A
W [t]

)

.Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó âìåñòî ñàìîé �óíêöèè öåíû â óðàâíåíèå �ßÁÀ, ïîëó÷àåì äè��åðåí-öèàëüíîå íåðàâåíñòâî (ñð. (19))
min

umin6u6umax

max
v∈Q

dW (t, x)

dt
= Wt + min

umin6u6umax

max
v∈Q

〈Wx, Ax + bu + Cv〉 6 0. (26)Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ UW (t, x) êàê ìíîæåñòâî ìèíèìèçàòîðîâ â (26):
UW (t, x) = Arg min

umin6u6umax

〈
∂

∂x
d2

(

e(t1−t)Ax, e(t1−t)A
W [t]

)

, Bu

〉

. (27)Åñëè íàéäåíî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè, ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèé (27) ìîæåò áûòüâû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ (17), (13).Âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû äëÿ îòûñêàíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè èëè åãî âíóòðåííèõ àï-ïðîêñèìàöèé ìîãóò áûòü îñíîâàíû íà ñëåäóþùåì ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè:
lim

σ→0+
σ−1h+(W [t − σ] + CQ, (I − σA)W [t] − σbP) = 0, (28)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì W [t1] = Bε(0) .�àçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (28) ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îïåðàöèÿìíîãîçíà÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ � àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà [8, 28℄.Ñîîòíîøåíèÿ (26), (27) îñòàþòñÿ âåðíûìè, åñëè çàìåíèòü â íèõ ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòèíà ëþáîå ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (28). Ñðåäè òàêèõ ðåøåíèé íàõîäèòñÿ âíóòðåí-íÿÿ ýëëèïñîèäàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ E (x∗(t),X−(t)) , äëÿ ïàðàìåòðîâ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ

9



ñëåäóþùèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ [16℄:
ẋ∗(t) = Ax∗(t) + bp + Cq, x∗(t1) = 0;

Ẋ−(t) = AX−(t) + X−(t)AT − π(t)X−(t) − π−1(t)CQCT +

+X
1

2

−
(t)S(t)(bPbT )

1

2 + (bPbT )
1

2 ST (t)X
1

2

−
(t), X−(t1) = ε2I;

S(t)P
1

2 BT s(t) = λ(t)X
1

2

−
s(t), ST (t)S(t) = I; π(t) =

〈
s(t), CQCT s(t)

〉 1

2

〈s(t),X−(t)s(t)〉
1

2

.Çäåñü ïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïîìåõè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîèäîì
Q = E (q,Q) � â ñëó÷àå, åñëè ýòî íå òàê, ñëåäóåò ðàññìîòðåòü ýëëèïñîèä, îïèñàííûé âîêðóã
Q . Äëÿ êàæäîãî íàïðàâëåíèÿ ℓ ∈ R

2N ñóùåñòâóåò äëèòåëüíîñòü âðåìåíè τ , òàêàÿ, ÷òî ýëëèï-ñîèäàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êàñàåòñÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè â íàïðàâëåíèè ℓ (ò.å. âûïîëíÿ-åòñÿ (16)) íà èíòåðâàëå [t1 − τ, t1] . Çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ âñåõ âíóòðåííèõ ýëëèïñîèäàëüíûõàïïðîêñèìàöèé äà¼ò ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè:
W [t] = cl

⋃

{E (x∗(t),X−(t)) | ‖ℓ‖ = 1}.Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ñèíòåç óïðàâëåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îð-ìóëàì (17), (23), (24).3.3 ×àñòíûé ñëó÷àé íåîïðåäåë¼ííîñòè�àññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé íåîïðåäåë¼ííîñòè, êîãäà íåèçâåñòíûå âîçìóùåíèÿ âõîäÿòâ òî æå óðàâíåíèå, ÷òî è óïðàâëåíèå, ò.å. vi = 0 , i 6= ν ; vν ∈ [vmin, vmax] .Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå �ßÁÀ (25)
Vt + min

umin6u6umax

max
vν∈[vmin,vmax]

〈Vx, Ax + b(u + vν)〉 = 0ýêâèâàëåíòíî (èìååò òî æå ðåøåíèå) ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ �ßÁ:
Vt + min

umin+vmax6u6umax+vmin

〈Vx, Ax + bu〉 = 0.Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áåç íåîïðåäåë¼ííîñòèñî ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ P = [umin + vmax, umax + vmin] .4 ÏðèìåðûÏðåäëîæåííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñðåäå Matlab ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëèçèðîâàí-íîãî ïàêåòà ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ [29℄ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âíóòðåííèõ ýëëèïñîèäàëüíûõàïïðîêñèìàöèé ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè.Ïðèìåð 1. Öåïü ñîñòîèò èç N = 10 ïðóæèí ñ êîý��èöèåíòàìè æ¼ñòêîñòè ki ≡ N è ìàññàìèãðóçîâ mi ≡
1
N
, óïðàâëÿþùàÿ ñèëà ïðèêëàäûâàåòñÿ ê íèæíåìó ãðóçó, íåîïðåäåë¼ííîñòü îòñóò-ñòâóåò. �àññìîòðèì òðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå: P1 = [−1, 1] (óïðàâëÿþùàÿñèëà ìîæåò áûòü íàïðàâëåíà êàê ââåðõ, òàê è âíèç), P2 = [0, 1] (òîëüêî âíèç) è P3 = [−1, 0](òîëüêî ââåðõ).Íà ðèñ. 2, ñâåðõó, èçîáðàæåíû ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òðóáîê ðàçðåøèìîñòè W1[·](êðàñíàÿ), W2[·] (çåë¼íàÿ) è W3[·] (ñèíÿÿ). Êàê è äîëæíî áûòü, òðóáêà W1 áîëüøå îáúåäèíåíèÿòðóáîê W2 è W3 . Òðóáêè áûëè âû÷èñëåíû ïî �îðìóëàì (15), (16).Íà ðèñ. 2, ñíèçó, ïîêàçàíû ïðîåêöèè ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé òðóáîê Wi (â íàïðàâ-ëåíèè ñêîðîñòè ẇ10 ), Ei ⊆ Wi . Õîòÿ W2,W3 ⊆ W1 , ïîäîáíîå âëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ âåðíûì äëÿýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþò ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà E1 äàæåíå ïåðåñåêàåòñÿ ñ E2 , E3 . 10



Ïðèìåð 2. Öåïü ñîñòîèò èç N = 4 ïðóæèí ñ ki ≡ 1 , mi ≡ 1 , óïðàâëÿþùàÿ ñèëà ïðèêëà-äûâàåòñÿ ê íèæíåìó ãðóçó. Íàèìåíüøàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà òàêîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû
ω0 ≈ 0,35 . Ê íèæíåìó ãðóçó ïðèëîæåíà âîçìóùàþùàÿ ñèëà v(t) = 0,5 sin ω0t , èìåþùàÿ öåëüþ¾ðàñêà÷àòü¿ öåïü íà ÷àñòîòå ðåçîíàíñà. Óïðàâëåíèå, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
P = [0, 1] (ò.å. äåéñòâóþùåå òîëüêî âíèç) äîëæíî ïðåîäîëåòü äåéñòâèå ïîìåõè è óñïîêîèòüêîëåáàíèÿ öåïè çà çàäàííîå êîíå÷íîå âðåìÿ.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ïîìåõà v(t) (ñëåâà ââåðõó) è òðàåêòîðèÿ ‖x(t)‖ (ñëåâà ñíèçó) ïðèâûêëþ÷åííîì óïðàâëåíèè. Âèäíî, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé âîçðàñòàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.Ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå (ñïðàâà ñâåðõó) äåéñòâèòåëüíî óñïîêàèâàåò êîëåáàíèÿ (òðàåêòî-ðèÿ ‖x(t)‖ ïðèâåäåíà ãðà�èêå ñïðàâà ñíèçó).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êðàñîâñêèé Í. Í., Ñóááîòèí À. È. Ïîçèöèîííûå äè��åðåíöèàëüíûå èãðû. Springer, 1988 (àí-ãëèéñêîå íàçâàíèå Positional Di�erential Games).[2℄ Èëüèí Â. À., Ìîèñååâ Å. È. Îïòèìàëüíîå ãðàíè÷íîå óïðàâëåíèå ñìåùåíèåì íà îäíîì êîíöå ïðèçàêðåïëåííîì âòîðîì êîíöå è îòâå÷àþùåå åìó ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ñòðóíû // Äîêëàäû�ÀÍ. 2004. Ò. 399. � 6.[3℄ Êðàñîâñêèé Í. Í. Ê çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè ìèíèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòèóïðàâëåíèÿ // ÏÌÌ. 1965. Ò. 29. � 2. Ñ. 218�225.[4℄ Áîíäàðåíêî Â. È., Êðàñîâñêèé Í. Í., Ôèëèìîíîâ Þ. Ì. Ê çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû// ÏÌÌ. 1965. Ò. 29. � 5. Ñ. 828�834.[5℄ Kurzhanski A. B., V�alyi I. Ellipsoidal Cal
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u�èñ. 1: Óïðàâëÿåìàÿ öåïî÷êà ïðóæèí â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ (ñëåâà) è â âîçìóù¼ííîì ñîñòî-ÿíèè (ñïðàâà)
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�èñ. 2: Ïðîåêöèè òðóáîê ðàçðåøèìîñòè â ïðèìåðå 1. Ñâåðõó: òî÷íûå òðóáêè, ñíèçó: ýëëèï-ñîèäàëüíûå àïïðîêñèìàöèè. Æèðíàÿ ëèíèÿ: P = [−1, 1] , ïóíêòèð: P = [0, 1] , ñïëîøíàÿ:
P = [−1, 0] .
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�èñ. 3: Èëëþñòðàöèÿ ê ïðèìåðó 2
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