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Рассматривается задача управления системой, описываемой ли-

нейными уравнениями в распределениях (обобщённых функциях) 
при выпуклых фазовых ограничениях на решения. Необходимо 
найти синтезирующие стратегии управления, приводящие систему 
на заданное выпуклое терминальное множество, подчиняясь при 
этом указанным фазовым ограничениям. Рассмотрены уравнения в 
распределениях высших порядков, допускающие воздействия в ви-
де высших производных δ -функций. Задача решается в рамках ме-
тода динамического программирования. Отдельно разобран случай 
одномерной системы. 

 
1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
Рассмотрим дифференциальное уравнение в распределениях 
 ( ) ( ) ( ) ( ).x A t x B t u f fα β= + + −�  (1) 

Здесь nx ∈ \  – фазовый вектор, ru ∈ \  – вектор управления, ( )A t  

и ( )B t  – матрицы соответствующих размерностей, элементы кото-

рых k  раз дифференцируемы на отрезке ,α β⎡ ⎤⎣ ⎦ . Управления ( )u t  
ищутся в классе распределений порядка сингулярности 1k +  – ли-
нейных непрерывных функционалов над линейным нормированным 
пространством ( ) ,

r
kD α β⎡ ⎤⎣ ⎦  k  раз дифференцируемых функций со 

значениями в r\  с носителями из промежутка ,α β⎡ ⎤⎣ ⎦ . «Начальное» 

и «конечное» распределения ( )f α , ( )f β  сосредоточены соответст-

                                                 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (гранты №№ 09-01-
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венно в точках tα , tβ . Решение уравнения (1) – распределение ( )x t  

из ( )*
1 ,
n
kD α β−

⎡ ⎤⎣ ⎦ , удовлетворяющие равенству (1). 

Опишем фазовые ограничения. Пусть ( ) ( ) ( )f t f t tχ+ = , где 

( )tχ  – функция Хевисайда; ( ) ( ) ( )1 t tζ δ− = ; ( ) ( ) / !l lt t lζ =  при 
0l ≥ . Обозначим 

 ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
tl l

t
z t x t t x d

α

ζ ζ τ τ τ+= ∗ = −∫ . 

Далее предполагаем, что 1l k= − , тогда ( )z t  – обычная функ-

ция. Пусть ( )Q t  – полунепрерывное сверху многозначное отобра-

жение с непустыми замкнутыми выпуклыми значениями в n\ . По-
требуем выполнения фазового ограничения 

 ( ) ( ), , .z t Q t t t tα β
⎡ ⎤∈ ∈ ⎣ ⎦  (2) 

Опишем краевые условия. Пусть 0
nx ∈ \  – заданная начальная 

точка; заданное терминальное множество nM ⊆ \  – непустой вы-

пуклый компакт. Представим распределения ( )af , ( )f β  в виде 
( ) ( ) ( ) ( )1

0

k j j
j

f x t tα
α αδ

−

=
= −∑ , ( ) ( ) ( ) ( )1

0

k j j
j

f x t tβ
β βδ

−

=
= −∑ . Потребу-

ем, чтобы выполнялись условия 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

00 0
, .

k k jj j j
j j
L t x x L t x Mα α β β

− −

= =
= ∈∑ ∑  (3) 

Здесь ( ) ( )k n nL t ×∈ \  – матричные функции, определяемые соотно-

шениями ( ) ( )0L t I= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 /j j jL t A t L t dL t dt− −= − + . 

Определение. Распределение ( )u t  будем называть допустимым 

управлением, если для него существуют распределения ( )af , ( )f β , 
удовлетворяющие соотношениям (3), для которых существует ре-
шение уравнения (1), сосредоточенное на отрезке ,t tα β

⎡ ⎤
⎣ ⎦  и удовле-

творяющее фазовому ограничению (2). 
На множество допустимых управлений рассмотрим функционал, 

равный норме управления: ( ) ( ) ,
r
kD

J u u
α β⎡ ⎤⎣ ⎦

= . 
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Задача. Найти управление в форме обратной связи, порождаю-
щее допустимые управления, минимизирующие значение функцио-
нала ( )J u . 

Возможные способы формализации обратной связи для подобно-
го типа задач описаны в статье [4]. 

 
2. СВЕДЕНИЕ К СИСТЕМЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
Следуя [3], сведём поставленную задачу к задаче импульсного 

управления с фазовыми ограничениями, то есть к системе порядка 
сингулярности 1k = . Эквивалентная задача записывается в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0, ,dx A t x dt t dU t x t xα= + =B  (4) 

где ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 kt L t L t L t⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
B " , ( )U t  – функция ограни-

ченной вариации со значениями в ( )1k r+\ . Фазовое ограничение 
принимает вид (мы считаем, что все функции ограниченной вариа-
ции непрерывны слева) 

 ( ) ( )0 ,x t Q t+ ∈  (5) 
начальное и терминальное – 

 ( ) ( )0, 0 ,x t x x t Mα β= + ∈  (6) 

функционал заменяется на полную вариацию управления: 
 ( )( ) ( )Var .J U U⋅ = ⋅  (7) 
 
3. МЕТОД ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
Определим функцию цены ( )0,V t xβ  как минимальное значение 

функционала (7) при ограничениях (4)–(6). 
Для вывода уравнения динамического программирования вос-

пользуемся расширенной пространственно-временной системой 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

/ ,

/ .

t x

t

dx ds A t s x s u s t s u s

dt ds u s

⎧⎪ = ⋅ +⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩

B
 (8) 

Переменная s  параметризует траектории переменных x  и t , 
0,s S⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦ , правый конец S  не закреплён. На расширенное управле-

ние ( ) ( ) ( )( ),x t mu s u s u s= ∈ ×\ \  наложено геометрическое огра-
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ничение ( ) 1 0,1u s B ⎡ ⎤∈ × ⎣ ⎦ . Минимизируемый функционал принима-
ет вид 

 ( )( ) ( )
0

,
S

xJ u u s ds⋅ = ∫  (9) 

фазовое ограничение – 
 ( ) ( )( ) ( ) { } ( ), ,

, graph ,
at t t t t

t s x s Q t Q t
β α β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∈⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
∈ ⋅ = ×∪  (10) 

добавляется дополнительное краевое условие ( )t S tβ= . 
Известно [6], что любое импульсное управление и соответст-

вующая ему траектория системы (4) могут быть представлены как 
регулярное управление и непрерывная траектория расширенной 
системы (8), и что множество траекторий системы (4) всюду плотно 
во множестве траекторий (8). 

Пусть ( ),V t x < ∞ . Определим множество допустимых векторов 

управления в состоянии ( ),t x : 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }, ,, , , graph .x t t t x
t x t tU t x u u u A t x u t u T Q

β
⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦

= ⋅ + ∈ ⋅B  

Уравнение Гамильтона-Якоби-Беллмана запишется тогда в виде 
 

( ) ( )
( )

, ,
min , , , , , 0,

x t

t x
t x

u u U t x
H t x V V u u

∈
=  (11) 

 ( ) ( ), , .t x x
t x xH V V A t x u V t u u⎡ ⎤⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦B  

Во внутренних точках ( ),t x  эффективного множества функции це-

ны ( ) ( ){ }, ,t x V t x < ∞  имеем ( ) 1, 0,1U t x B ⎡ ⎤= × ⎣ ⎦  и уравнение (11) 
превращается в известное вариационное неравенство 

 ( ){ }1 2min ( , , , ), , , 0,t x xH t x V V H t x V =  

( )
( ){ } ( )

1

1

2

, ,

min , 1 .
t x

T
x xu B

H V V A t x

H V t u u t V
∈

= +

= + = −B B  

Далее определим синтез управлений как множество минимиза-
торов в уравнении (11): 

 ( ) ( ) ( ){ }( )
*

,
, , , , , , , 0 .

C

t x
V

t x u U t x H t x u u
τ ξ

τ ξ
∈∂

= ∈ =U ∪  (12) 

Здесь CV∂  – дифференциал Кларка функции цены по обеим пере-
менным. После подстановки управления (12) система принимает 
вид дифференциального включения 
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 ( ) ( ) ( )* , .
1 0

x A t x td
u u t x

tds

⎛ ⎞ ⎧⎛ ⎞ ⎫⎪ ⎪⎟ ⎟⎜ ⎜⎪ ⎪⎟ ⎟⎜ ⎜∈ ∈⎨ ⎬⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎪ ⎪⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

B
U  

 
4. ПРИМЕР 
Рассмотрим задачу с одномерным фазовым пространством. Если 

фазовое ограничение задано в конечном числе моментов времени, 
то можно показать, что сопряжённая по Фенхелю к функции цены 

( ),V t x  (по переменной x ) является кусочно-линейной, что позво-
ляет эффективно находить функцию цены численным образом. 

На графике изображены линии уровня функции цены для задачи 
с параметрами 0,2t ⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦ , ( ) tb t e= , ( ) 0,Q t t⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . 
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