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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì è íåèçâåñò-íîé îãðàíè÷åííîé ïîìåõîé ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âàðèàöèè óïðàâëÿ-þùåãî âîçäåéñòâèÿ. Öåëüþ ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ïîèñêàñèíòåçà óïðàâëåíèÿ, îñíîâàííîãî íà îïðåäåëåíèè âåðõíèõ îöåíîê ìèíèìàêñíîé �óíê-öèé öåíû â çàäà÷å ñ êîððåêöèÿìè. Óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íèæíåé îöåíêè �óíêöèèöåíû, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü âíóòðåííþþ îöåíêó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè è âû÷èñ-ëÿòü óïðàâëåíèå â �îðìå ñèíòåçà. Ñîïðÿæåííûå �óíêöèè ïî Þíãó-Ôåíõåëþ [13℄ êìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèÿì öåíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçè-öèè äâóõ îïåðàöèé, ïðèìåíåííûõ ê òåðìèíàëüíîìó ñëàãàåìîìó �óíêöèîíàëà çàäà÷è:âûïóêëîé îáîëî÷êè ðàçíîñòè âûïóêëûõ �óíêöèé è ïðèáàâëåíèÿ èíäèêàòîðíîé �óíê-öèè. Ïîêàçàíî, ÷òî óêàçàííûå îïåðàöèè ìîãóò áûòü ý��åêòèâíî âû÷èñëåíû â êëàññåêóñî÷íî-à��èííûõ âûïóêëûõ �óíêöèé. Àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû â èñõîäíîéçàäà÷å ñòðîèòñÿ êàê àëüòåðíèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêèõ îïåðàöèé, ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ íåêîòîðîìó ðàçáèåíèþ îòðåçêà âðåìåíè. Óêàçàí ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèíòåçàóïðàâëåíèÿ ïî îöåíêå �óíêöèè öåíû.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. �àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ èì-ïóëüñíûì óïðàâëåíèåì
dx(t) = A(t)x(t)dt +B(t)dU(t) + C(t)v(t)dt, x(t0) = x0. (1.1)Çäåñü x ∈ Rn ��àçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, óïðàâëåíèå U(t) ∈ BV ([t0, t1],R

m)�m-âåêòîðíàÿ�óíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ïîìåõà v(t) ∈ Rq äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1]. Ïîä âàðèàöèåé
U(·) áóäåì ïîíèìàòü

Var[t0, t1] U(·) = sup
N

sup
{tk} N∑

k=1

g∗(U(tk)− U(tk−1)
)
,ãäå âíóòðåííèé ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçáèåíèÿì {tk}Nk=1 îòðåçêà [t0, t1]. Çäåñü g∗� ñîïðÿæåííàÿ íîðìà ê íîðìå g, êîòîðóþ ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè,íàïðèìåð êàê g(U) =

∑

1≤i≤m

|Ui|èëè êàê åâêëèäîâó íîðìó g(U) =
( ∑

1≤i≤m

U2
i

)1/2
.Áóäåì ñ÷èòàòü �óíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè íåïðåðûâíûìè ñëåâà. Ïîìåõó v(·)ðàññìîòðèì èç êëàññà �óíêöèé L∞, ò. å. èçìåðèìûõ, ïî÷òè âñþäó îãðàíè÷åííûõ �óíê-öèé ñ äîïîëíèòåëüíûì ïîòî÷å÷íûì îãðàíè÷åíèåì v(t) ∈ Q(t), ãäå Q(t) � íåïóñòîéâûïóêëûé êîìïàêò â Rq äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1]. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå Q(t) ïîëóíå-ïðåðûâíî ñâåðõó â ìåòðèêå Õàóñäîð�à. 2



Çàïèøåì �îðìóëó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.1):
x(t + 0) = X(t, t0)x0 +

t+0∫

t0

X(t, t)B(t)dU(t) + t∫

t0

X(t, t)C(t)v(t)dt. (1.2)Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.1) áóäåì ïîíèìàòü �óíêöèþ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè x(t),ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðÿþùóþ èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (1.2), â êîòîðîì èíòåãðàëîò ïîìåõè ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå èíòåãðàëà Ëåáåãà, à èíòåãðàë ïî óïðàâëåíèþ � âñìûñëå èíòåãðàëà Ëåáåãà-Ñòèëüòüåñà [14℄.�àññìîòðèì çàäà÷ó â êëàññå óïðàâëåíèé ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, ò. å. óïðàâëåíèé â âèäåñèíòåçà. Ñèíòåç óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå (1.1) îáîçíà÷èì ÷åðåç U . Îïðåäåëåíèå ñèíòåçàäëÿ ñèñòåì ñ èìïóëüñíûìè óïðàâëåíèÿìè äàåòñÿ â ðàáîòàõ [10, 15℄.Ç à ä à ÷ à 1. Äëÿ ñèñòåìû (1.1) ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë J(U):
J(U) = max

v(·)∈Q(·)

{
Var[t0, t1] U(·) + ϕ(x(t1 + 0))

}
→ min, (1.3)ãäå U(·) � òðàåêòîðèÿ óïðàâëåíèÿ, ïîðîæäàåìàÿ ñèíòåçîì U è ïîìåõîé v(·). Çäåñü òåð-ìèíàëüíîå ñëàãàåìîå ϕ(·) � ñîáñòâåííàÿ, âûïóêëàÿ, çàìêíóòàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó�óíêöèÿ.Ñäåëàåì çàìåíó â ñèñòåìå (1.1) òàê, ÷òîáû ïîñëå çàìåíû â ïîëó÷åííîé ñèñòåìåñëàãàåìîå ñ ìàòðèöåé A ñòàëî íóëåâûì:

x̃(t) = X(t1, t)x(t), (1.4)ãäå X(t1, t) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (1.1). Ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèåïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ x̃(t) :

dx̃(t) = B̃(t)dŨ(t) + C̃(t)v(t)dt, x̃(t0) = X(t1, t0)x
0 = x̃0,ãäå B̃(t) = X(t1, t)B(t), C̃(t) = X(t1, t)C(t). Ïðè ýòîì �óíêöèîíàë J îñòàåòñÿ ïðåæ-íèì, ïîñêîëüêó x̃(t1 + 0) = x(t1 + 0). Äàëåå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ íóëåâîé äèíàìèêîé,à âìåñòî B̃, C̃, x̃0 áóäåì ïèñàòü B, C, x0. Òàêèì îáðàçîì, ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.Ç à ä à ÷ à 2. Äëÿ ñèñòåìû

dx(t) = B(t)dU(t) + C(t)v(t)dt, x(t0) = x0 (1.5)ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë J(U) (1.3).2. Àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèé öåíû. Äëÿ ñè-ñòåìû ñ íóëåâîé äèíàìèêîé (1.5) ââåäåì ìèíèìàêñíóþ è ìàêñèìèííóþ �óíêöèè öåíûñîîòâåòñòâåííî:
V (t, x) = min

U(·)
max
v(·)

[VarU(·) + ϕ(x(t1 + 0)) | x(t) = x], (2.1)3



W (t, x) = max
v(·)

min
U(·)

[VarU(·) + ϕ(x(t1 + 0)) | x(t) = x]. (2.2)Ìîæíî ïîêàçàòü [9, 15℄, ÷òî ìèíèìàêñíàÿ V (t, x) è ìàêñèìèííàÿ W (t, x) �óíêöèèöåíû âûïóêëû ïî x, è ñîïðÿæåííûå ê íèì �óíêöèè ðàâíû
V ∗(t, p) = conv {ϕ∗(p)− r(p | Q(t, t1))}+ I(p | BV [t, t1]), (2.3)
W ∗(t, p) = conv {ϕ∗(p) + I(p | BV [t, t1])− r(p | Q(t, t1))} , (2.4)ãäå îïîðíàÿ �óíêöèÿ r(p | Q(t, t1)) ñòðîèòñÿ êî ìíîæåñòâó

Q(t, t1) =

t1∫

t

C(t)Q(t)dt,øàð BV [t, t1] ñîñòîèò èç âñåõ p ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ maxt∈[t,t1] g(BT (t)p) ≤ 1, à èíäèêàòîðíàÿ�óíêöèÿ I(p | A) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
I(p | A) =

{
0, åñëè p ∈ A,

+∞ èíà÷å.Ïîä ñîïðÿæåííîé �óíêöèåé f ∗(p) ê �óíêöèè f(x) ïîíèìàåòñÿ ñîïðÿæåíèå ïîÞíãó�Ôåíõåëþ [13℄ f ∗(p) = max
x∈Rn

{〈p, x〉−f(x)}. Îïåðàöèÿ conv f(x) îáîçíà÷àåò âçÿòèåâûïóêëîé îáîëî÷êè �óíêöèè � íàèáîëüøóþ âûïóêëóþ �óíêöèþ, íå ïðåâîñõîäÿùóþ
f(x) [16℄. Ïî ñâîéñòâó ìèíèìàêñà î÷åâèäíî, ÷òî W (t, x) 6 V (t, x). Äëÿ ñîïðÿæåííûõ�óíêöèé âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî: V ∗(t, p) 6 W ∗(t, p).Îïèðàÿñü íà âûðàæåíèÿ (2.3) è (2.4), ââåäåì îïåðàòîðû S è T , äåéñòâóþùèå ïîïðàâèëàì:

Sϕ∗(·) = conv {ϕ∗(·)− r(· | Q(t, t1))} ,
Ty∗(·) = y∗(·) + I(· | BV [t, t1]).

(2.5)Òîãäà ñîïðÿæåííûå �óíêöèè ê V è W ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
V ∗ = TSϕ∗, W ∗ = STϕ∗. (2.6)Ç à ì å ÷ à í è å 1. Â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (2.5) åñòü çàâèñèìîñòü îò t è t1.Äëÿ ÿâíîãî óêàçàíèÿ çàâèñèìîñòè îïåðàòîðîâ îò âðåìåíè òàì, ãäå ýòî âàæíî, áóäåìèñïîëüçîâàòü ðàñøèðåííóþ çàïèñü: S [t,t1]ϕ∗(·) è T [t,t1]y∗(·).Íàéòè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñîïðÿæåííûõ �óíêöèé V ∗ è W ∗ ïðåäñòàâ-ëÿåòñÿ âîçìîæíûì òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííîãî êëàññà çàäà÷. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõïîñòðîåíû âåðõíèå è íèæíèå ÷èñëåííûå îöåíêè ýòèõ �óíêöèé.
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2.1. Ê ë à ñ ñ � ó í ê ö è é F . Ïóñòü {pi}
I
i=1 � êîíå÷íûé íàáîð èç I òî÷åê pi ∈ Rn,ïðè÷åì pi 6= pj ïðè i 6= j, è {fi}

I
i=1 � çàäàííûé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèåé êëàññà F , îòâå÷àþùåé íàáîðó ïàðàìåòðîâ {pi, fi}Ii=1,íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ f(p) : Rn → R ∪ +∞, óäîâëåòâîðÿþùàÿóñëîâèÿì {
dom f = conv{pi)}

I
i=1,

f(pi) 6 fi i = 1, I.Ç à ì å ÷ à í è å 2. Êàæäàÿ �óíêöèÿ f ∈ F ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-à��èííîé âûïóê-ëîé �óíêöèåé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî íàáîðîì ïàðàìåòðîâ {pi, fi}. Ïðè ýòîìîäíà è òà æå �óíêöèÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íûìè íàáîðàìèïàðàìåòðîâ.Óêàæåì îäíî âàæíîå ñâîéñòâî êóñî÷íî-à��èííîé âûïóêëîé �óíêöèè f ∈ F . Âîçü-ìåì ÷èñëî D, òàêîå, ÷òî max{fi} < D < ∞. Òîãäà ïåðåñå÷åíèå íàäãðà�èêà �óíêöèè
f(p) ñ ïîëóïðîñòðàíñòâîì çíà÷åíèé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ D, ò. å. epi(f) ∩ {f(p) 6 D},áóäåò âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì â Rn+1.2.2. Î ï å ð à ò î ð S. �àññìîòðèì îïåðàòîð S èç (2.5):

Sϕ∗(p) = conv {ϕ∗(p)− r(p | Q(t, t1))} .Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü �óíêöèÿ ϕ∗ ïðèíàäëåæèò êëàññó F ñ ïàðàìåòðàìè {pi, ϕ
∗
i }.1. Òîãäà Sϕ∗ ∈ F ñ ïàðàìåòðàìè {pik,y∗

i k
}, ãäå

{
{pik} ⊆ {pi},y∗
i k

= ϕ∗
i k − r(pik | Q(t, t1)).

(2.7)2. Êðîìå òîãî, åñëè äâå �óíêöèè ϕ∗
1 ∈ F , ϕ∗

2 ∈ F è ϕ∗
1(p) 6 ϕ∗

2(p) äëÿ âñåõ p ∈ Rn,òîãäà âûïîëíÿåòñÿ Sϕ∗
1(p) 6 Sϕ∗

2(p) äëÿ âñåõ p ∈ Rn.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .Îáîçíà÷èì f1(p) = ϕ∗(p)−r(p | Q(t, t1)). Çàìåòèì, ÷òî dom f1(p) = dom ϕ∗(p). �àçî-áüåì ìíîæåñòâî dom f1(p) íà ñèìïëåêñû, íà êàæäîì èç êîòîðûõ �óíêöèÿ ϕ∗(p) ÿâëÿ-åòñÿ à��èííîé. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó ϕ∗(p) ∈ F . Òîãäà íà êàæäîì ñèìïëåêñå
f1(p) � ýòî ðàçíîñòü à��èííîé �óíêöèè ϕ∗(p) è âûïóêëîé �óíêöèè r(p | Q(t, t1)).Ââåäåì �óíêöèþ f2(p), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé à��èííóþ �óíêöèþ, ïðèíèìàþ-ùóþ â âåðøèíàõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèìïëåêñîâ òàêèå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è f1(p), ò. å.
f2(pi) = ϕ∗(pi) − ri, ãäå ri = r(pi | Q(t, t1)). Òîãäà f2(p) 6 f1(p) äëÿ âñåõ p ∈ dom f1.Ôóíêöèÿ f2(p), âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïóêëà. Âîçüìåì f3(p) = conv f2(p). Ïî ñâîéñòâóâûïóêëîé îáîëî÷êè �óíêöèé, f3 � íàèáîëüøàÿ âûïóêëàÿ �óíêöèÿ, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ
f2. Èç ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f3(p) = conv f1(p) = Sϕ∗(p).�àññìîòðèì ïîñòðîåíèå âûïóêëîé îáîëî÷êè. Ïîñêîëüêó f2 � êóñî÷íî-à��èííàÿ�óíêöèÿ, ñóùåñòâóåò D, òàêîå, ÷òî max

i
{ϕ∗(pi) − ri} < D < ∞, è ìíîæåñòâî D =5



epi f2∩{f2(p) 6 D} áóäåò ìíîãîãðàííèêîì â Rn+1. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî íàäãðà�èêâûïóêëîé îáîëî÷êè �óíêöèè ñîâïàäàåò ñ âûïóêëîé îáîëî÷êîé íàäãðà�èêà �óíêöèè:
epi(conv f2) = conv(epi f2).Òîãäà ïîñòðîåíèå Sϕ∗(p), ò. å. âûïóêëîé îáîëî÷êè ðàçíîñòè �óíêöèé, ñâîäèòñÿ ê ïî-ñòðîåíèþ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà D, êîòîðîå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ïðè ïî-ìîùè àëãîðèòìà Qui
kHull [17℄. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà D÷àñòü òî÷åê èç ìíîæåñòâà {pi} ìîæåò áûòü îòáðîøåíà, íîâûå òî÷êè íå äîáàâëÿþòñÿ.Èç ïîëó÷èâøåãîñÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà ìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü �óíê-öèþ Sϕ∗(p) = conv f2(p). Ïî ïîñòðîåíèþ, Sϕ∗ ∈ F ñ ïàðàìåòðàìè (2.7).Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñâîéñòâ âûïóêëîé îáîëî÷êè �óíêöèé.2.3. Î ï å ð à ò î ð T . �àññìîòðèì îïåðàòîð T èç (2.5):

Ty∗(p) = y∗(p) + I(p | BV [t, t1]).Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü �óíêöèÿ y∗ ïðèíàäëåæèò êëàññó F ñ ïàðàìåòðàìè {pj,y∗
j}.1. Òîãäà ñóùåñòâóþò îïåðàòîðû T−, T+, òàêèå, ÷òî T−y∗(p) 6 Ty∗(p) 6 T+y∗(p)äëÿ âñåõ p, �óíêöèè T−y∗, T+y∗ ∈ F ñ ïàðàìåòðàìè {pn−,f∗n−} è {pn+,f∗n+}, êîòîðûåîïðåäåëÿþòñÿ èç èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ {pj,y∗

j} è âèäà îïåðàòîðà T , à èìåííî,




{pn−} ⊆ {p
(1)
j } ∪ {p

(2)
j−
},

{pn+} ⊆ {p
(1)
j } ∪ {p

(2)
j+
},

{p
(1)
j } =

{
pj ∈ dom y∗(p) ∩ BV [t, t1]

}

{p
(2)
j−
} ∈ Γ+,

{p
(2)
j+
} ∈ Γ−,f∗n−/+ = y∗n, åñëè n ∈ {j(1)},f∗n−/+ = y∗(pn), åñëè n ∈ {j−

(2)} èëè n ∈ {j+
(2)},ãäå ïîâåðõíîñòü Γ− � ýòî ÷àñòü ãðàíèöû ∂BV [t, t1], ïðîõîäÿùàÿ ïî îáëàñòè dom y∗(p),à Γ+ � ìíîãîãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîñòîÿùàÿ èç êàñàòåëüíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ê Γ−.2. Êðîìå òîãî, åñëè äâå �óíêöèè y∗

1 ∈ F , y∗
2 ∈ F è y∗

1(p) 6 y∗
2(p), äëÿ âñåõ p ∈ Rnòî T−y∗

1(p) 6 T−y∗
2(p), T+y∗

1(p) 6 T+y∗
2(p) äëÿ âñåõ p ∈ Rn.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïðèáàâëåíèå èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ìîæåò èçìåíèòüîáëàñòü îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîé �óíêöèè:

dom Ty∗(p) = dom y∗(p) ∩ BV [t, t1].Ïðè ïðèáàâëåíèè èíäèêàòîðíîé �óíêöèè ÷àñòü òî÷åê {pj} ìîæåò íå ïîïàñòü â BV [t, t1].Ýòè òî÷êè áóäóò îòáðîøåíû.Âîçüìåì ÷àñòü ãðàíèöû ∂BV [t, t1], ïðîõîäÿùóþ ïî îáëàñòè dom y∗(p) (ðèñ. 1). Îáî-çíà÷èì åå Γ−. �àññìîòðèì íåêîòîðûé íàáîð òî÷åê, ëåæàùèõ íà Γ−, è îáîçíà÷èì åãî6



êàê {p
(2)
j+
}. Íà ðèñóíêå îíè îáîçíà÷åíû êðóæêàìè âäîëü ãðàíèöû. Â ýòèõ òî÷êàõ ïðî-âåäåì îïîðíûå ãèïåðïëîñêîñòè êî ìíîæåñòâó BV [t, t1]. Îíè áóäóò ïðîõîäèòü ñíàðóæèýòîãî ìíîæåñòâà, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî BV [t, t1] âûïóêëî. Àïïðîêñèìèðóåì ãðàíèöó

Γ− êàñàòåëüíîé ìíîãîãðàííîé ïîâåðõíîñòüþ Γ+, îáðàçóåìîé ýòèìè ãèïåðïëîñêîñòÿ-ìè.Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî BV [t, t1] âûïóêëî, ïîâåðõíîñòü Γ+ ìîæíî çàäàòü êàê âû-ïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê, ëåæàùèõ íà Γ+. Îáîçíà÷èì èõ êàê {p
(2)
j−
}. Çíà÷åíèÿ �óíê-öèè y∗(p) â òî÷êàõ {p

(2)
j−
} è {p

(2)
j+
} ìîæíî âû÷èñëèòü êàê y∗(p

(2)
j−
) è y∗(p

(2)
j+
). Çàìå-òèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ â òî÷êàõ {p

(2)
j−
}: T−y∗(p

(2)
j−
) 6 Ty∗(p

(2)
j−
), à â òî÷êàõ {p

(2)
j+
}:

Ty∗(p
(2)
j+
) 6 T+y∗(p

(2)
j+
).Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðîâ T−, T+.2.4. À ï ï ð î ê ñ è ì à ö è è � ó í ê ö è é ö å í û V (t, x) èW (t, x). Ñîïðÿæåííûå�óíêöèè ê ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû V ∗ è ê ìàêñèìèííîé �óíêöèè öåíû W ∗ (2.6)íå ïðèíàäëåæàò êëàññó F . Òåì íå ìåíåå, ìîæíî íàéòè îöåíêè Ṽ ∗

−(t, p) ∈ F , W̃ ∗
+(t, p) ∈

F , òàêèå, ÷òî Ṽ ∗
−(t, p) 6 V ∗(t, p) è W̃ ∗

+(t, p) > W ∗(t, p).Ïðè ðàññìîòðåíèè ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ S è T ìû ñ÷èòàëè, ÷òî �óíêöèÿ ϕ∗ ∈ F . Âíà÷àëüíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ýòî òðåáîâàíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ. Îäíàêîäëÿ ëþáîé âûïóêëîé �óíêöèè ϕ∗, ó êîòîðîé domϕ∗ � âûïóêëûé êîìïàêò, ñóùåñòâóþò
ϕ∗
−(p) ∈ F è ϕ∗

+(p) ∈ F , òàêèå, ÷òî ϕ∗
−(p) 6 ϕ∗(p) 6 ϕ∗

+(p).Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü �óíêöèè ϕ∗
−(p) ∈ F è ϕ∗

+(p) ∈ F � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè�óíêöèè ϕ∗(p). Òîãäà �óíêöèè Ṽ ∗
−(t, p) è W̃ ∗

+(t, p), îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè
{

Ṽ ∗
−(t, p) = T−Sϕ

∗
−(p),

W̃ ∗
+(t, p) = ST+ϕ

∗
+(p),

(2.8)ÿâëÿþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé îöåíêàìè V ∗ èW ∗ èç (2.6), òàêèìè, ÷òî V ∗(t, p) > Ṽ ∗
−(t, p)è W ∗(t, p) 6 W̃ ∗

+(t, p).Ç à ì å ÷ à í è å 3. Â ïðàâîé ÷àñòè (2.8) îïåðàòîðû S, T− è T+ çàâèñÿò îò t è t1,ïîýòîìó îöåíêè Ṽ ∗
−(t, p) è W̃ ∗

+(t, p) çàâèñÿò îò t è t1.Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü �óíêöèè ϕ∗
−(p) ∈ F è ϕ∗

+(p) ∈ F � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè�óíêöèè ϕ∗(p). Òîãäà �óíêöèè Ṽ+(t, x) è W̃−(t, x), îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè
Ṽ+(t, x) = max

p∈Rn

{〈p, x〉 − T−Sϕ
∗
−(p)},

W̃−(t, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − ST+ϕ
∗
+(p)},

(2.9)ÿâëÿþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàìè äëÿ ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèéöåíû V (t, x) èç (2.1) è W (t, x) èç (2.2), òàêèìè, ÷òî V (t, x) 6 Ṽ+(t, x) è W (t, x) >

W̃−(t, x). 7



3. Àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè. Ïåðåéäåì ê çàäà÷å ñêîððåêöèÿìè. Ïóñòü T = {tk}Nk=0 � ðàçáèåíèå îòðåçêà [t0, t1], òàêîå, ÷òî t0 = tN <tN−1 < · · · < t1 < t0 = t1. Â ìîìåíòû âðåìåíè tk ïðîèñõîäèò êîððåêöèÿ äâèæåíèÿ,ò. å. ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíî òåêóùåå ïîëîæåíèå x(tk). Äëÿ ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé�óíêöèé öåíû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåííûå îáîçíà÷åíèÿ V (t, x) = V (t, x; t1, ϕ(·)),
W (t, x) = W (t, x; t1, ϕ(·)), â êîòîðûõ ÿâíî óêàçàíî, ÷òî â ìîìåíò t1 îïðåäåëåíî òåðìè-íàëüíîå ñëàãàåìîå ϕ.Îïðåäåëèì ìèíèìàêñíóþ �óíêöèþ öåíû ñ êîððåêöèÿìè VT (t, x) ðåêóððåíòíûìèñîîòíîøåíèÿìè:

VT (t0, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)),
VT (t, x) = V (t, x; tk−1, VT (tk−1, x)), t ∈ [tk, tk−1), k = 1, N.

(3.1)Ââåäåì òàêæå ìàêñèìèííóþ �óíêöèþ öåíû ñ êîððåêöèÿìè WT (t, x):
WT (t0, x) = W (t1, x; t1, ϕ(·)),
WT (t, x) = W (t, x; tk−1,WT (tk−1, x)), t ∈ [tk, tk−1), k = 1, N.

(3.2)Âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêàìè (2.9) äëÿ îïðåäåëåíèÿ îöåíîê �óíêöèé öåíû â çàäà÷å ñêîððåêöèÿìè (3.1), (3.2). �àññìîòðèì ìèíèìàêñíóþ �óíêöèþ öåíû ñ êîððåêöèÿìè VT .Â òî÷êå t0 = t1

VT (t0, x) = V (t0, x; t0, ϕ(·)) 6 max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T
[t0,t0]
− S [t0,t0]ϕ∗

−(p)}.Íà ïîëóèíòåðâàëå t ∈ [t1, t0)
VT (t, x) = V (t, x; t0, VT (t0, x)) 6 max

p∈Rn

{〈p, x〉 − T
[t,t0]
− S [t,t0]T [t0,t0]

− S [t0,t0]ϕ∗
−(p)}.Íà ïîëóèíòåðâàëàõ t ∈ [tk, tk−1), k = 2, N ,

VT (t, x) = V (t, x; tk−1, VT (tk−1, x)) 6

6 max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T
[t,tk−1]
− S [t,tk−1] . . . T

[t1,t0]
− S [t1,t0]T [t0,t0]

− S [t0,t0]ϕ∗
−(p)} =

= max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T−S . . . T−ST−S︸ ︷︷ ︸
k+1

ϕ∗
−(p)}, (3.3)ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå çàâèñèìîñòü îïåðàòîðîâ îò âðåìåíè îïóùåíà äëÿ ñîêðàùå-íèÿ çàïèñè.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè äëÿ ìàêñèìèííîé �óíêöèè öåíû ñêîððåêöèÿìè WT ïðè ïîìîùè îïåðàòîðîâ S è T+. Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿòåîðåìà.Ò å î ð å ì à 5. Ïóñòü �óíêöèè ϕ∗

−(p) ∈ F è ϕ∗
+(p) ∈ F � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè�óíêöèè ϕ∗(p). Òîãäà �óíêöèè ṼT+(t, x) è W̃T−(t, x), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè

ṼT+(t0, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T−Sϕ
∗
−(p)},

ṼT+(t, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − T−S . . . T−ST−S︸ ︷︷ ︸
k+1

ϕ∗
−(p)}, t ∈ [tk, tk−1), k = 1, N, (3.4)8



W̃T−(t0, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − ST+ϕ
∗
+(p)},

W̃T−(t, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − ST+ . . . ST+ST+︸ ︷︷ ︸
k+1

ϕ∗
+(p)}, t ∈ [tk, tk−1), k = 1, N,ÿâëÿþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàìè ìèíèìàêñíîé è ìàêñèìèííîé �óíêöèé öåíûñ êîððåêöèÿìè VT è WT èç (3.1), (3.2), òàêèìè, ÷òî VT (t, x) 6 ṼT+(t, x) è WT (t, x) >

W̃T−(t, x). Çäåñü, òàê æå, êàê è â (3.3), çàâèñèìîñòü îïåðàòîðîâ îò âðåìåíè îïóùåíàäëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè.4. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ �óíêöèè öåíû â çàäà÷å ñ êîððåêöèÿìè. Ïðè-âåäåì àëãîðèòì, ïî êîòîðîìó â çàäà÷å èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþìîæíî ïîñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè. Àëãîðèòì áóäåò îïè-ñàí äëÿ âåðõíåé îöåíêè ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû ṼT+ . Âåðõíÿÿ îöåíêà ìèíèìàêñ-íîé �óíêöèè öåíû ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å(1.1), (1.3), îïòèìàëüíîãî â ñìûñëå �óíêöèè öåíû ṼT+ . Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äëÿïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ íå îáÿçàòåëüíî çíàòü �óíêöèþ öåíû ṼT+, îäíàêî íåîáõîäè-ìî âû÷èñëèòü ãðàäèåíò �óíêöèè öåíû ∂ṼT+
(t,x)

∂x
, ïîýòîìó â ïðèâåäåííîì àëãîðèòìåîïèñàíî, â òîì ÷èñëå, ïîñòðîåíèå ãðàäèåíòà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû.1. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû (1.1) ñ ïîìîùüþ çàìåíû (1.4) ïåðåéòè ê ñèñòåìå(1.5).2. Âçÿòü ðàçáèåíèå îòðåçêà [t0, t1] òî÷êàìè {tk}: t0 = tN < tN−1 < · · · < t1 < t0 = t1.3. Âû÷èñëèòü ñîïðÿæåííóþ �óíêöèþ ê òåðìèíàëüíîìó ñëàãàåìîìó ϕ∗(p) íà íàáî-ðå òî÷åê {pi}

I
i=1, ãäå pi � n-ìåðíûå âåêòîðû. Â êà÷åñòâå íàáîðà {pi}

I
i=1 ìîæíî áðàòüðàâíîìåðíóþ ñåòêó â BV [t1, t1], ëèáî ãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ñ ðàâ-íîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì â òîé æå îáëàñòè.Ç à ì å ÷ à í è å 4. Àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðèìå-íåíèÿ äàííîãî àëãîðèòìà, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî âûáîðà òî÷åê {pi}

I
i=1,èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèè ϕ∗. Îäíàêî äëÿ çàäà÷, ãäå â êà÷åñòâå òåð-ìèíàëüíîãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ äî çàäàííîé òî÷êè èëè ååîêðåñòíîñòè, ϕ(x) = d(x,M), ãäå M = {x ∈ Rn : |xi| 6 e} ïðè ìàëîì e, ñîïðÿæåííàÿ�óíêöèÿ ðàâíà

ϕ∗(p) = r(p|M) =
n∑

i=1

|pi|eïðè óñëîâèè 〈p, p〉 6 1 è ϕ∗(p) = +∞ èíà÷å. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ ϕ∗ ñàìà ïðèíàä-ëåæèò êëàññó F , è çàäà÷à åå ïðèáëèæåíèÿ �óíêöèÿìè èç F íå âîçíèêàåò.4. Âû÷èñëèòü îöåíêó ñîïðÿæåííîé �óíêöèè öåíû â êîíå÷íîé òî÷êå t0 = t1:
Ṽ ∗
T−(t0, x) = T

[t0,t0]
− S [t0,t0]ϕ∗

−(p).Ýòî áóäåò íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ñîïðÿæåííîé ê ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû, ïî êîòîðîéìîæíî ïîñòðîèòü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ñàìîé ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû.9



5. Ïî ñõåìå (3.4) âû÷èñëèòü Ṽ ∗
T−(t, x) íà ïîëóèíòåðâàëàõ t ∈ [tk, tk−1), k = 1, N :

Ṽ ∗
T−(t, x) = T

[t,tk−1]
− S [t,tk−1] . . . T

[t1,t0]
− S [t1,t0]T [t0,t0]

− S [t0,t0]ϕ∗
−(p).Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿ ïîñëåäîâàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ â îáðàòíîì âðåìåíè îò t1 ê

t0, ìîæíî âû÷èñëèòü íèæíþþ îöåíêó ñîïðÿæåííîé �óíêöèè öåíû Ṽ ∗
T−(t, x).6. Íàéòè ãðàäèåíò àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè öåíû ∂ṼT+

(t,x)

∂x
. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ �óíê-öèè ÷åðåç ñîïðÿæåííóþ

ṼT+(t, x) = max
p∈Rn

{〈p, x〉 − Ṽ ∗
T−(t, x)} (4.1)ñëåäóåò, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàêñèìèçàòîð p̂ â (4.1) åäèíñòâåííûé, ãðàäèåíò

∂ṼT+
(t,x)

∂x
= p̂. Èíà÷å åñëè Argmax

p∈Rn

(〈p, x〉 − Ṽ ∗
T−(t, x)) = P, òî

〈∂ṼT+(t, x)

∂x
, x〉 = max

p∈P
〈p, x〉.Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó ìèíèìàêñíîé �óíêöèèöåíû ñ êîððåêöèÿìè, à òàêæå ãðàäèåíò àïïðîêñèìàöèè ìèíèìàêñíîé �óíêöèè öåíû.Ïîèñê îöåíêè ìàêñèìèííîé �óíêöèè öåíû ñ êîððåêöèÿìè ìîæíî ïðîâîäèòü àíàëî-ãè÷íûì îáðàçîì íà îñíîâàíèè òåîðåì, äîêàçàííûõ âûøå.5. Ñèíòåç óïðàâëåíèÿ. Äëÿ çàäà÷è èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåëåí-íîñòè èçâåñòíî ïðàâèëî óïðàâëåíèÿ [9, 10℄, ïîçâîëÿþùåå ïîñòðîèòü óïðàâëåíèå â âè-äå ñèíòåçà, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì �óíêöèîíàëó èç (1.3), ðàâíûé V(t0, x0). Ñîãëàñíîýòîìó ïðàâèëó, ñòðîèòñÿ ãàìèëüòîíèàí H2(t, x):

H2(t, x) = 1−
∣∣∣∣BT ∂VT (t, x)

∂x

∣∣∣∣,è óïðàâëåíèå â êàæäîé òî÷êå (t, x) ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
◦ åñëè H2(t, x) > 0, òî dU = 0,
◦ åñëè H2(t, x) = 0, òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå U èìååò ñêà÷îê â íàïðàâëåíèè

û =
−BT ∂VT (t,x)

∂x

‖ −BT ∂VT (t,x)
∂x

‖
,âåëè÷èíà êîòîðîãî aû îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ: a � ìàêñèìàëüíîå, ïðè êîòîðîì âû-ïîëíÿåòñÿ

1 +
〈∂ṼT+(t+ 0, x+Baû)

∂x
,Bû

〉
= 0.Ïðè ýòîì óïðàâëåíèå u = aûd(t − t), ãäå d(·) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà. Åñëè âìå-ñòî VT (t, x) èñïîëüçîâàòü ïîñòðîåííóþ àïïðîêñèìàöèþ ṼT+(t, x), òî ïîëó÷åííûé ïðè10



ýòîì ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì è ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå çíà÷åíèÿ�óíêöèîíàëà, ðàâíîå ṼT+(t0, x0).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ â èñõîäíîé ñèñòåìå ïåðåéäåì ê ñèñòåìå ñ ìàò-ðèöåé A = 0, çàòåì âû÷èñëèì ∂ṼT+
(t,x)

∂x
ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíê-òå, è ïðèìåíèì óêàçàííîå ïðàâèëî óïðàâëåíèÿ, çàìåíÿÿ âåçäå VT (t, x) íà ṼT+(t, x).Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü óïðàâëåíèå è òðàåêòîðèþ x(t) äëÿ ñèñòåìû ñ ìàò-ðèöåé A = 0 è çàòåì, âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷èòü òðàåêòîðèþ èñõîäíîéñèñòåìû.Ï ð è ì å ð. �àññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ ïðè íåîïðåäåëåííîñòè:

dx(t) = (1− t2)dU + v(t)dt, t ∈ [−1, 1],ñ �óíêöèîíàëîì
J(U) = max

|v(·)|61

{
Var[−1,1] U(·) + 2|x(t1 + 0)|

}
→ min .Çàäàíî îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó |v(t)| 6 1. Îñîáåííîñòüþ äàííîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿòî, ÷òî âèä �óíêöèîíàëà ïîçâîëÿåò â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîåïðåäñòàâëåíèå �óíêöèè öåíû.Â ðàáîòå [9℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ äàííîãî ïðèìåðà �óíêöèÿ öåíû V (t, x) = b(t)|x| +

k(t), ãäå b(t) = 



1 ïðè t ∈ [−1, 0],
1

1− t2
ïðè t ∈ (0, 1√

2
),

2 ïðè t ∈ [ 1√
2
, 1].Íà ðèñ. 2 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî ïðàâèëî óïðàâëåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è. �àìèëüòî-íèàí H2(t, x) îòëè÷åí îò íóëÿ â çàêðàøåííûõ ñåðûì öâåòîì îáëàñòÿõ ïðè t ∈ [−1, 0]è ïðè t ∈ [ 1√

2
, 1], à òàêæå íà èíòåðâàëå t ∈ (0, 1√

2
) ïðè x = 0. Åñëè òî÷êà (t, x) íàõî-äèòñÿ â îäíîé èç ýòèõ îáëàñòåé, òî óïðàâëÿòü íå íàäî. Åñëè æå òî÷êà (t, x) íàõîäèòñÿâ îáëàñòè t ∈ (0, 1√

2
) ïðè x 6= 0, òî H2(t, x) = 0 è òðåáóåòñÿ ïðèìåíèòü èìïóëüñíîåóïðàâëåíèå, ïåðåâîäÿùåå x â íîëü. Â ýòîé îáëàñòè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ñî ñòðåë-êàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ â ðåçóëüòàòå òàêîãî óäàðà.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèè öåíû ṼT+(t, x), ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëü-òàòå ïðèìåíåíèÿ ê äàííîé çàäà÷å îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ �óíêöèèöåíû. Ïðè ïîìîùè ṼT+(t, x) ïîñòðîåíû òðàåêòîðèÿ x(t) ñèñòåìû è óïðàâëåíèå U(t)ïðè ðåàëèçàöèè ïîìåõè v(t) = sin(20t) è íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè x(t0) = 1. �åçóëüòàòûïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 è 5 ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ÷èñëåí-íàÿ òðàåêòîðèÿ óïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðàâèëó óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åííîìó àíàëè-òè÷åñêè äëÿ äàííîé çàäà÷è: óïðàâëåíèå íóëåâîå, ïîêà t < 0, ïðè t = 0 ïðîèñõîäèòóäàð, ïðèâîäÿùèé òðàåêòîðèþ â íîëü, ïîñëå ÷åãî óïðàâëåíèå óäåðæèâàåò òðàåêòî-ðèþ âáëèçè íóëÿ íà ïðîòÿæåíèè íåêîòîðîãî âðåìåíè, à ïîòîì óïðàâëåíèå ñíîâà íåïðèìåíÿåòñÿ. 11
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