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��� 517.977 

�. �. ������, �. �. �������

������ ���������� � ������� ���������� ���

����������������1

��������

����� ���������� �����, ������������ �����������

�������������� ������ ���������  ����������,  ����� ���������������

�������� ������ �������,  �������� ������� ������ ���������� � �����

�������� �����. �������� ������ ��������� � � �������� � �����������

������������. ��� ���� � ��������� ����� �������� ������, ���������

������� ��  ����� ��������� �����������. ������� �������� �����

����������� � ��������, ��� � �������� ���������� ���������������

������������� (���������� �������), ����������� ������

����������� ������-������� [1, 2].  

���������� ����������� ��������� ���������� ��� ������ �

������������� ����������� ������������� ���������  

���������������� ������ [3, 4], � � ������������  ��������� �������

�������� � ������  [5], � ������� ������� ���� �������� ������� �

��������������� ������� � ������������� ����������. ��� ��, � [5],

��������, ��� ��� ������ ����������� ������ ������������ ������� ������  

                                                
1 ������ ��������� ��� ���������� ��������� ���� (����� 09-01-00589-a), � ������
��� «������� � ������-�������������� ����� ������������� ������ �� 2009--2013 
����» (�������� � 16.740.11.0426 �� 26 ������ 2010 ����). 
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���������� ����� ���� ������ ��� ������ ���������� ����������

������ �������� �� ������� �����. ��������� ���� ���������� ��������

��� ������ ������������ ����������,  �� ���������� �����������������. 

������� ������  ������� ���������� ���������� � ������� ���

���������������� ��������� ������  [6] (��� ������ ������� �������) �

[7] (��� ���������� ����� ������),  � � ����������������� � ������ [8] 

��������� �������� �������� ���������� ����������, �� ����������

���������� ����� ����������� ����� ���������� ������������� ���

������ ������������ �������. ����� ������������� ���������

���������� ����������  ������� �������� �������� ������������ [9, 

10]. 

� ������ ������ ��� �������� ������� � �����������, ��  

������������ ������� ��������������� ������ ������� ���������� �

������� ����������. � ���� ����� ������������ ����������� ������

������������� ����������������, ��������� � ������ [11],

���������������� ����� �� ������ ���������� ����������. ��������, ���

��������������� ������� ����, ����������� ����� ������� ����������,   

�������� �������� ������������� ����������� ���� ����������-�����-

�������� (���). �  ���������� �������� ��������� �����������

���������� ��� ���������������� � ������ ������ ���������� �������

���������� �� ������ ��������������� ���������� �����������. ���

���� ������� ���������� ��������� � ������ ������ � �����������, ��

������������ ������� � «�����������������». 
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������ � ����������� ������������ ��� ������� �����

���������� �������

( ) ( ) ( ) ( )x A t x B t u C t v t� � �� . (1) 

� ���������� ����������� mu�� � ������� ( ) qv t �� . ���������

������� ( ) n nA t ��� , ( ) n mB t ��� , �������� k ��� ����������������� ��

������� t� �� � , ( ) n qC t ��� � ����������. ������ ( )v t � �������-

����������� �������, ����������� �������� �� ��������� ���������

��������� �������� ( )t� . 

���������� ���������� u ����������� ������������ ��������

������������ *
, [ , ]k mD � � ���  �������� ������������� �������������

, [ , ]k mD � �  [2, 3]. ��������� ������� �� k ��� ���������������� �������

( ) :[ , ] mt� � � �� � ��������� �� ������� ( ),� � , � �������� ������ [ ]�� . 

����� [ ]�� ���������� ����������� ����� *[ ]u� � ������������

*
, [ , ]k mD � � . ����� �������, ���������� �������� �������������� �������

uk k� , � ���������� ������� (1) �������� ��������������� �� *
1, [ , ]k nD � �� . 

����� ( )f � � ( )f � � ��� ������������� �� ������������ *
, [ , ]k nD � � , 

��������������� � ������ 0t � 1t ��������������. �����, ��� ���������

��������������� ������ ( )v t , ���������� ����������� u ����� ��������

������������� �� *
, [ , ]k mD � � , � ��������� �� ������� 0 1[ ] [, , ]t t � �� , ���
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������� ���������� ������������� *
, [ , ]k nx D � �� , ���������������

���������  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )x A t x B t u C t v t f f� �� � � � �� . (2) 

������ 1. ����� ��������� ���������� � ���� ������� g� ,  

����������� ���������� ���������� *
, [ , ]k mu D � �� , ������������

������� �����������

� �* ( )
(·) (·)( ) max [ ] ( ) min.g vJ u f ���� � ��� �  (3) 

����� (·)� � ��������� ����������� �������� ��������� ������������

����� �������.  

����� ���������� ������ g� , ������ ������ [10], ������ ������ 1 �

������� (������� �������) ������ ����������� ����������, 

���������������� ����.  ������ g� ��� ������� � �����������

������������ ��������� ���� ����� ������ imp� ��� ���������������

���������� �������. 

���������� �������

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , ( )dx t A t x t dt t dU t C t v t dt x t x� � � �� , (4) 

� ������� ������-������� ���������� 0· (·),( ) [ , (·)]kU U U�� ������� ��

������� ������������ �������� 0 1(·) ([ , ], )m
jU BV t t� � . � �������� ������

��-�������� ��������������� �������-����������� ������� ( ) ( )v t t�� . 

������� ( 1)
0( ) [ ( ), , ( )] n m k

kt L t L t � �� � ��� , ��� ������� 0 ( ), , ( )kL t L t�

������������ ������������� �������������  
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1
0 1( ) ( ), ( ) ( ) ( )

( )
1..,j

j j

dL
t B t t A t L t

t
L j k

dt
L �

� �� � � . 

������ 2. ����� ���������� � ���� ������� imp� , �����������

���������� ���������� ���������� 0
( 1)

1(·) ([ , ], )m kU BV t t �� � , 

������������ ������� �����������  

� �(·) (· 0 1 1) V( ) max { (·) | [ , ]} ( ( )ar 0 )imp vJ U t t x t��� � ���  (5) 

����� ���������� ������� (4).

����� �������, ����� ���������� ���������� ( )·U ������ 2 � �����������

���������� u ������ 1 �������� ������������

1

1
0

jk
j

j
j

d
u

dt

U�

�
�

�� , (6) 

���������� � ������ ��������� �������������. 

��� ���� ����� ���������� ������ ���������� imp� ��� ����������

�������, ��������, �� �������� � [10], � ���������������-���������

�������: 

( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ( () ,

( )

))t x t

t

dx
A t s x s u s t s u s C t s v t s u

ds
d

s

t
u s

ds

� � � ���
�
� �
��

�
 (7) 

� ����������� ���������� [0, ]s S� . �� ����������� ����������

( 1)( ) ( ( ), ( ))x t m ku s u s u s �� � �� � �������� �������������� �����������

1( ) [0,1]u s � �� . �������� ������ ����������� ���������� �����

������������� ��������� ������ ��� ������� (7): 
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0

0 1

( (·)) | | ( ) || ( ( )) inf

(0) , ( ) .

S
xJ u u s ds x S

t t t S t

�
�

� � ��
�
� � ��

�  (8) 

��������  ���������� ( , )s s x� � ������ (7), (8) �������� ������������

�����������, ��������� �� t , ��������������� ������ �� s , ��

���������� �� ��������� �������� ��������� ( 1) 1comp m k� �� , ������ ���

�������� ����� ��������� ����. 

��� ����������� ������� ( , )s s x� � ������� �������� ����������������

���������

1 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))
| ( , ) ( , ) .

t
t x

sx

x A t s x C t s v t s t s ud
u u s x

tds u

� �� � �� � � �� �� �� �� �� � � �
� �� � � �� �� �

�
�

������� 1. ������� ����������������� ��������� ���������� �

����������� �� ������� ( 1)( , ) [0, ] m ks x S �� �� [13].

��� ���������� ������� s� �������� �������� ������� ��

���������������-��������� ������� � ���������� �������, � ����� �

������� � ����������� ������������. ���������� ��� ���� �������

���������� g� ����� �������� �������� ��� �������� ������ 1.  

������ ���������� ���������� ��� ������� �����

����� ������ ������ 2 ���������������� ������� �������������

����������������. �������� �����, ������������ � [9], ���������

����������� ������� ����

0 0 1 (·) (·) 1 0 0Var( , ; , (·)) min max [ (·) ( ( 0)) | ( ) ].U vV t x t U x t x t x� �� � � � �
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����� ( )x t � ���������� (4), ��������������� ��������������

���������� (·)U � ������ (·).v   

����� � : 0 1 1 0 1N Nt t� � � ��� � ��� � � � ��������� ������� 0 1[ , ]t t . 

��������� ������� ���� � ����������� ( , )V t x�
� ��� ������ ���������

������������ �����������: 

0 1 1

1 1

( , ) ( , ; , (·)),

( , ) ( , ; , ( ,·)).k k k k

V x V t x t

V x V x V

� �
� � � �

� �

� � �
� �

�
�

�

� �

  

��������� 1( , ; , (·)) inf ( , ).t x t V t x�� �� �
�

�

������� 2. ������� ���� 1( , ; , (·))t x t ��� ������ (4), (5) �������������

�������� �������������, ������� ����� ���� ������� � �����

�������������� ��������:  

1 1 0 1( , ; , (·)) ( , ; , ( ,·; , (·))), [ , ].t x t t x t t t� � � � �� � �� � �� � �

������� 3. ������� ���� ( , )t x�� ������������� �������������

����������� ���� ���: 

1 2

1

2 1

min{ , } 0,

( , , ) max , ( ) ( ) ( ) ,

( , , ) min { , ( ) }

,

, ,

t t v x

t xh

x

x

t x A t x C t v t

t x h t h

� � � �
�

� � �

�

� � �

� �

�

� �

� � � � �

� � � � �=

 (9) 

� ������� �������� 1 1 1( , ) ( , ; , (·))t x t x t �� ��� � . 

��� �������������� ������� ���������� ������ ��� ���������������-

��������� ������� (7),  (8). ��� ��� ��������� ����������� �������

���� ( , )t x�V �� �������� � ���, ��� �������� ������� ���� ���� �������

��� ������ 2.  
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������� 4. ����������� ������� ���� ( , )t x�V ������  (7),  (8) ��������

����������  �������� ���������� ��������� ��� [8]:

� �

� �
1

1 2[0,1]

1

2

min 0,

( , , ) max , ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( , , ) min , ( (

, ,

, )) || || .

t

x

t

t

u

x v x

t
x x

u

t

x x

H H

H s x A t s x C t s v t s

H s x t s u u

u
�

� � � �
�

� � �
�

� �

� � �

� �

V V V V

V V V

�

�
�

��� ���� � ������, ��� ������� �V �� ���������������, ����� t
t u� �V

,( ) ,t x
x xuAx Cv u� �� ��V V � ������� �������� � ������ �����������

������� ( , )t x�V �� ����������� � �,t t x tu A u vux C u� �� , �������

���������� � ������ ����� � ���� ���������� �V �� x .   

������� 5. ������ ���������� � ������ (7), (8) ����� ���������� ���

��������� �������������:  

� �1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 .t x t
s s x u u H s x H s xu� � ����

����������� ����� ������� �� ���� ����������� �� ����������� �������

( , )t x�V . 

1 2

1 2|| ||

1, 0, ���� 0 (��� ���� 0),
( , )

0, , ���� 0 (��� ���� 0).
T

x
T

x

t x

s Bt x

B

u u H H
s x

u u H H
�

�
�

�

� � � � ��� �
� � � ���

V

V

�  (10) 

�� ������� (10) ������� ������� ���������� ��� ������ 2: 

� ���� 1 0�� , �� 0dU � , 

� ���� 2 0�� , �� ���������� U ����� ������ � ����������� T
xB �� � , 

�������� �������� ������������ �� �������: ����� ����������

����������  1 0.��
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��������������� ���������� ���������� u ��� �������� ������ 1 

���������� � ���������� �������������� (6). 

� ������ ����������� ������������ ��������� 1( )x�� ����������

����� ������������� ��� ������� ����, � � ������� �������������

����������� (9) �������� ��������� ������ ���������� � ����������

��������� ��������. 

��� ������������ ������������, ���� �� ������� ����� �����

��������� ��� ������� ����, ������ ����� ������ �����������, 

��������� �� �������������. 

������� ����������

��� �������� [5], ���������� � ���������� ���������� ���������

���������� ������� � �������� ��������� �� ������� �����, ������ ���

�������� ��������������� ������������, � �������� �� ���������

���������� ������������ �������� ���������� (���� ����� ����������

����� ���� ���������� �������� �� �����). ������������ �������, 

������������ ���������� ����������, �������� ��������, ��� ��� ���

��������� ���������� ������� � �������� ��������� �� ����������� �����

�����.  

����� ���������� ����� ������, ��������, � ��������� ����: 

0
( ) ( ),

j

m j
j hj

u t u t �� �
� � ��  (11) 
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��� � �
j

j
h t� �������������� ������-������� � �� �����������, � ������

� �
j

j
h t� ����� �������� � � �( )j t� . 

����� ��������� �������� ������ ���������� ���������� (11) �

������������� jh � ju , � ����� ���� ������� � �
j

j
h t� . ��� ���������

������ ����������, ������ �� ���������� ���������� �� ����������

����������.  

������ 3. ����� ( )n
h t� � ������������� n -�� ����������� ������-

������� ( ) ( )n t� � ����������� ������� n
h�  [12]. 

������ ������ ������� � ���� �������� ��������

inf,

( ) , [ , ]n
h t t h h

�

�

�

� � � �

  � ��������������� �������������

( ) 0,  0, , 1,

( ) ( 1) !

h n k
hh

h n n n
hh

t t dt k n

t t dt n

�

�

� � � � �

� � �

�
�

������� ������������  ����������� ������������� ( )n
h t� �� ��������

������� ,n �������� ����, ��� � ( ) ( )n t� .  

������� 6. �������� ( )n
h t� ������ 3 �������� �������  

� �( 1)1 2
4( ) ( 1) ! sign ( ),

nn n
h nht n U ht

�
� � �  (12)

��� ( )nU t � ��������� �������� ������� ����: ( ) cos( arccos ).nU t n t�
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����� ����� ����� ����������� � ���������� ����������������

������������� ������-������� � �� ����������� � �����������

������� ��������������� ����������� �� ������������� [12].  

���������� ������� ��� ������ ������� ����������

� ������ 2 ���������� ������� (4) ������������ �� �������

1 1

0 0

0
0

0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .
t tk

j

t tj

x t X t t x X t L dU X t C v d� � � � � �
�

� � ��� �   

������� ( )jL t ����� �������� � ���� ������� � ������-��������:  

( )( ) ( , ) ( ) ( )j
j t X t B t dL � � � � �� ��� . ��� �������� � ������� �����������

(12): ( ) ( , ) ( ) ( )
h j

j hh
t X t B tM d� � � �

�
� � �� . 

�� �������� � ������� [8] ����� �������� ��������� �����������. 

������� 7. ���� ������� ( )A t  ����������, � ( )B t  � ( 1)k � ���

���������� ���������������, �� ������� ( )jM t �������� � ( )jL t

���������� ��  ������� 0 1[ , ]t t , 1..j k� .

��������� �������: 

� � � � � � � � � � � � � � ,h h hdx t A t x t dt t dU t C t v t dt� � ��  (13) 

��� � � 0 ( )[ ], , ( )h k tt M t M��� .  

������� 8. ���������� ������� (4) �������� � ����������� �������

(13) ��� 0h� ���������� �� ������� 0 1[ , ]t t .

���������������� ���� ������� ��������� ��������� ���������

����� ���������� ������� � ������ 2: 
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1. ������������� 0h � � ������� � ������������ ������� (13). 

2. ��� ������� (13) ��������� ������ ���������� *� . 

3. ���������� ��������������� ���������� ( )·U ��� ������� (13) �

��������� ����������� ����������� u ��� �������� ������� (1). 
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