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Введение

Импульсные управления:

мгновенные управляющие воздействия
(«удары»)

разрывные траектории, скачки,
перестройка координат и т.п.

Механические системы:

δ-функция ⇒ скачок скорости

производная δ-функции ⇒ скачок координаты

высшие производные δ-функции ⇒
перестройка всех координат
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Введение

Физически реализуемая аппроксимация
мгновенных управлений

⇓

Быстрые управления
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Введение

Как строить быстрые управления?

ограничение на время

ограничение на интенсивность
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Задача импульсного управления

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

t ∈ [t0, t1] — фиксированный интервал времени

Problem (1)

Минимизировать J(U(·)) = Var
[t0,t1]

U(·) + ϕ(x(t1 + 0))

по U(·) ∈ BV [t0, t1], где x(t) отвечает управляющему

воздействию

u(t) =
dU

dt

и начинается из x(t0 − 0) = x0.

APSCT’2009 5 / 26



Задача импульсного управления

Классический результат
(Н. Н. Красовский [1957], L. W. Neustadt [1964]):

u(t) =
n

∑

i=1

hiδ(t − τi)

Важный частный случай: ϕ(x) = I (x | {x1})
— перевести из x0 в x1 на [t0, t1].

I (x | A) =

{

0, x ∈ A;

+∞, x 6∈ A.
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Динамическое программирование

Definition

Функция цены — минимум J(U(·)) при фиксированной

начальной позиции x(t0 − 0) = x0:

V (t0, x0) = V (t0, x0; t1, ϕ(·)).

Как найти функцию цены?

Проинтегрировать уравнение ГЯБ.

Явное представление (выпуклый анализ).
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Динамическое программирование

Функция цены V (t, x ; t1, ϕ(·)) удовлетворяет
принципу оптимальности

V (t0, x0; t1, ϕ(·)) = V (t0, x0; τ,V (τ, ·; t1, ϕ(·))), τ ∈ [t0, t1]

Вариационное неравенство типа Гамильтона–Якоби–Беллмана:

min {H1(t, x ,Vt ,Vx), H2(t, x ,Vt ,Vx)} = 0,

V (t1, x) = V (t1, x ; t1, ϕ(·)).

H1 = Vt+〈Vx ,A(t)x〉, H2 = min
u∈S1

〈Vx ,B(t)u〉+1 = −
∥

∥

∥BT (t)Vx

∥

∥

∥+1.
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Явное представление для V

Обозначим

∂X (t, τ) = A(t)X (t, τ), X (τ, τ) = I .

‖p‖[t0,t1]
=

∥

∥BT (·)XT (t1, ·)p
∥

∥

C [t0,t1]
,

Функция цены

V (t0, x0) = inf
x1∈Rn

{

ϕ(x1) + sup
p∈Rn

〈p, x1 − X (t1, t0)x0〉

‖p‖[t0,t1]

}

.

Сопряжённая функция

V ∗(t0, p) = ϕ∗(XT (t0, t1)p) + I

(

XT (t0, t1)p
∣

∣

∣
B‖·‖[t0,t1]

)
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Явное представление: t1 − t0 = 0

При t1 = t0 есть только один момент времени для управления.

Этот момент может быть эффективно использован.

Функция цены

V (t1, x0) = inf
x1∈Rn

{

ϕ(x1) + ‖x1 − x0‖
∗
[t0,t1]

}

6 ϕ(x0).

Сопряжённая функция

V ∗(t1, p) = ϕ∗(p) + I (p | {p | ‖BT (t1)p‖ 6 1})
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Задача с обобщёнными управлениями

Problem (2)

Минимизировать J(u) = ρ∗[u] + φ(x(t1 + 0))

по распределениям u ∈ dk [α, β], (α, β) ⊇ [t0, t1],
где x(t) — траектория при управлении u

и начальной позиции x(t0 − 0) = x0.

Норма ρ∗[u] — сопряжённая к норме ρ на C k [α, β]:

ρ[ψ] = max
t∈[α,β]

√

‖ψ(t)‖2 + ‖ψ′(t)‖2 + · · · +
∥

∥ψ(k)(t)
∥

∥

2
.

u(t) =

n
∑

i=1

h
(0)
i δ(t − τi) + h

(1)
i δ′(t − τi) + · · · + h

(k)
i δ(k)(t − τi).
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Сведение к «обычному» импульсному управлению

Как работать с высшими производными δ(j)(t)?
Свести к задаче с обычными δ-функциями,
но для более сложной системы.
Общий вид распределения u ∈ D∗

k :

u =
dU0

dt
+

d2U1

dt2
+ · · · +

dkUk

dtk
Uj ∈ BV

Задача 2 сводится к частному случаю задачи 1 для системы

ẋ = A(t)x + B(t)u, B(t) =
(

L0(t) L1(t) · · · Lk(t)
)

и управления u =
dU

dt
, U(t) =







U0(t)
...

Uk(t)






,

при L0(t) = B(t), Lj(t) = A(t)Lj−1(t) − L′j−1(t).
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Сведение к «обычному» импульсному управлению

B(t) =
(

L0(t) L1(t) · · · Lk(t)
)

Например:

A = 0:

B(t) =
(

B(t) −B ′(t) B ′′(t) · · · (−1)kB (k)(t)
)

A,B = const:

B(t) =
(

B AB A2B · · · Ak−1B
)
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Быстрые управления

Если rankB = n, со систему можно перевести из x0 в x1 за
нулевое время управлением

u(t) = h(0)δ(t − t0) + h(1)δ′(t − t0) + · · · + h(k)δ(k)(t − t0).

т.е.

x1 − x0 = L0(t0)h
(0) + L1(t0)h

(1) + · · · + Lk(t0)h
(k).

Аппроксимации мгновенных управлений —
быстрые управления.

Управление за произвольно малое «быстрое» время
(«нановремя»).
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Быстрые управления — 1 способ

Аппроксимация производных дельта функции:

∆0
σ(t) =

1

σ
1[0,σ](t), ∆j

σ(t) =
1

σ
(∆j−1

σ (t) − ∆j−1
σ (t − σ))

Мгновенное управление

u(t) = h(0)δ(t − t0) + h(1)δ′(t − t0) + · · · + h(k)δ(k)(t − t0)

заменяется на быстрое управление

uσ(t) = h(0)∆0
σ(t − t0) + h(1)∆1

σ(t − t0) + · · · + h(k)∆k
σ(t − t0)
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Быстрые управления — 1
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Быстрые управления — 1

Задача с быстрыми управлениями
сводится к задаче импульсного управления

ẋ = A(t)x+Mσ(t)u, Mσ(t) =
(

M
(0)
σ (t) M

(1)
σ (t) · · · M

(k)
σ (t)

)

где

M(j)
σ (t) =

∫ t+kσ

t

X (t + kσ, τ)B(τ)∆j
σ(τ − t)dτ

При этом Mσ(t) → B(t) когда σ → 0.

APSCT’2009 17 / 26



Быстрые управления — 2

Заранее заданное ограничение |∆k(t)| 6 µ

для каждой из производных

∆0
µ(t) = µ1[0,h0](t), h0 = µ−1.

∆k
µ(t) = ∆k−1

µ

(

(

1
2t

)
k+1
k − hk−1

)

− ∆(k−1)
µ

(

(

1
2t

)
k+1
k

)

hk = 2(hk−1)
k

k+1
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Быстрые управления — 2
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Быстрые управления — 3

Заранее заданное ограничение |∆k(t)| 6 µ

Минимально возможная длина аппроксимации hk

m
Заранее заданная длина аппроксимации hk

Минимально возможное ограничение |∆k(t)| 6 µ
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Быстрые управления — 3

Проблема моментов:

µ→ inf,

|∆n
h(t)| 6 µ, t ∈ [−h, h],

∫ h

−h

∆n
h(t)t

kdt = 0, k = 0, . . . , n − 1,

∫ h

−h

∆n
h(t)t

ndt = (−1)nn!
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Быстрые управления — 3

Решение:

∆n
h(t) = 1

8(−1)nn!
(

2
h

)(n+1)
sign Un(ht).

Un(t) — многочлен Чебышёва второго рода.
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Быстрые управления — 3
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Быстрые управления — 3

Точки переключения:

tk = h cos
πk

n + 1
, k = 1, . . . , n.

Справедлива оценка

∣

∣

∣

∣

∫ h

−h

∆n
h(t)t

kdt

∣

∣

∣

∣

6 2n−1 n!

k + 1
hk−n, k = n + 1, n + 2, . . . .
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Порядок роста быстрых управлений
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