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�àçðàáîòêà ý��åêòèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ñèíòåçèðóþùèõ óïðàâëåíèé â ëè-

íåéíûõ ñèñòåìàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñåðü¼çíóþ çàäà÷ó â îáëàñòè

ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè è å¼ ïðèëîæåíèé. Ýòî òåì áîëåå ñïðà-

âåäëèâî äëÿ ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ è íåîïðå-

äåë¼ííûå âîçìóùåíèÿ. �åøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà öåëåâûõ óïðàâëåíèé â óêàçàííûõ

óñëîâèÿõ îïèðàåòñÿ . êàê èçâåñòíî, íà ïîñòðîåíèå ñëàáî èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ

(ïîïÿòíûõ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè), ïîðîæä¼ííûõ ðàçðåøàþùèìè óðàâíåíèÿ-

ìè ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ

ïîäîáíûõ óðàâíåíèé è îòâå÷àþùèõ èì èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ. ñ îáñóæäåíèåì

îñîáåííîñòè âû÷èñëåíèé äëÿ ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïðåäëàãàåìûå ïîä-

õîäû îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå òåîðèè è ìåòîäàõ ýëëèïñî-

èäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ìíîãîçíà÷íûõ �óíêöèé. Áèáë. ???. Ôèã. 3

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ýëëèïñîèäàëüíàÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ, ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

1 Ââåäåíèå

Íèæå îáñóæäàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ âèäà

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +C(t)v(t), t ∈ [t0, t1]. (1)

1

�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îñ-

ñèè íà 2009�2013 ãîäû¿ (êîíòðàêò � 16.740.11.0426 îò 26 íîÿáðÿ 2010 ãîäà), ïðè �èíàíñîâîé ïîä-

äåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò 10-01-00251) è ïðîãðàììû ¾�îñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêà âåäóùèõ íàó÷íûõ

øêîë¿ (ãðàíò ÍØ-2239.2012.1). Ïåðâûé àâòîð ïîääåðæàí ãðàíòîì ïðåçèäåíòà �Ô äëÿ ïîääåðæêè

ìîëîäûõ ó÷¼íûõ-êàíäèäàòîâ íàóê (ãðàíò ÌÊ-1111.2011.1).
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Çäåñü x(t) ∈ Rn
� ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ñ óïðàâëåíèåì u(t) ∈ Rnu

è íåîïðåäåë¼ííûì

âîçìóùåíèåì v(t) ∈ Rnv
ïðèíàäëåæàùèìè èçâåñòíûì ìíîæåñòâàì P(t) è Q(t) ñîîò-

âåòñòâåííî.

Çàäà÷à öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ñîñòîÿíèå x(t) â �èêñè-
ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t1 â çàäàííîå öåëåâîå ìíîæåñòâî M . �åøåíèå ýòîé çàäà÷è

áóäåì èñêàòü â êëàññå ñèíòåçèðóåìûõ ñòðàòåãèé U(t, x), îáåñïå÷èâàþùèõ ñóùåñòâî-

âàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ïðè u = U(t, x).
Íàïîìíèì, ÷òî ýëëèïñîèäîì E (x,X) ⊆ Rk

ñ öåíòðîì x ∈ Rk
è íåîòðèöàòåëüíî îïðå-

äåë¼ííîé ìàòðèöåé êîí�èãóðàöèè X ∈ Rk×k
, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæå-

ñòâî, îïîðíàÿ �óíêöèÿ [1, 2℄ êîòîðîãî ðàâíà

ρ (ℓ ∣ E (x,X)) = ⟨ℓ, x⟩ + ⟨ℓ,Xℓ⟩ 12 .
Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâà M , P(t) è Q(t) ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäàìè â

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ:

M = E (m,M), P(t) = E (p(t), P (t)), Q(t) = E (q(t),Q(t)),
ïðè÷¼ì �óíêöèè p(t), P (t), q(t), Q(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé íåïðåðûâíî

çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Ïîä ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè W [t] óêàçàííîé âûøå çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü ñî-

âîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèé {t0, x0}, äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò
óïðàâëåíèå

2 U (t, x), ïåðåâîäÿùåå ýòî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå â òåðìèíàëüíîå {t1, x(t1)},
x(t1) ∈ E (m,M) ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì âîçìóùåíèè v(t) ∈Q(t).

Äàííîå ìíîæåñòâî W [t] ÿâëÿåòñÿ ñëàáî èíâàðèàíòíûì [3℄ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû

(1) è öåëåâîãî ìíîæåñòâà E (m,M). Êàê èçâåñòíî, çíàíèå òðóáêè W [τ], τ ∈ [t, t1],
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå U(t, x) [4, 5℄. Êîíêðåòíûå âû÷èñ-
ëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü, àïïðîêñèìèðóÿ W [τ] èçíóòðè ïðè ïîìîùè ñîâîêóïíîñòè

ïàðàìåòðèçîâàííûõ ýëëèïñîèäîâ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âíóò-

ðåííåé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè [6℄ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W [t]. Èçâåñòíû
2

Â ðàññìàòðèâàåìîì ëèíåéíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå óïðàâëåíèå, íå çàâèñÿùåå îò

{t0, x0}.
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[7℄ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ïîäîáíîé àïïðîêñèìàöèè W −[t] = E (w(t),W (t))
ẇ(t) = A(t)w(t) +B(t)p(t) +C(t)q(t), w(t1) =m; (2)

Ẇ (t) = A(t)W (t) +W (t)AT (t) −
−W 1

2 (t)T (t)(B(t)P (t)BT (t)) 12 − (B(t)P (t)BT (t)) 12T T (t)W 1

2 (t) +
π(t)W (t) + π−1(t)C(t)Q(t)C(t), W (t1) =M. (3)

Çäåñü T (t) � ïðîèçâîëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îáåñïå÷èâàþùàÿ êîëëèíåàðíîñòü

âåêòîðîâ T (t)(B(t)P (t)BT (t)) 12s(t) è W
1

2 (t)s(t), �óíêöèÿ s(t) � ðåøåíèå ñîïðÿæ¼í-

íîé ñèñòåìû

ṡ(t) = −AT (t)s(t), s(t1) = ℓ.
Ïðè îòñóòñòâèè ïîìåõè â (3) îïóñêàþòñÿ äâà ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ π(t), èíà÷å

π(t) = ⟨s(t),C(t)Q(t)CT (t)s(t)⟩ 12 / ⟨s(t),W (t)s(t)⟩ 12 .
Ýëëèïñîèäàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (2)�(3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ¾òóãîñòè¿, ò.å. îíà

îáåñïå÷èâàåò êàñàíèå îöåíêè è òî÷íîãî ìíîæåñòâà â íàïðàâëåíèè ñîïðÿæ¼ííîãî âåê-

òîðà s(t):
ρ (s(t) ∣ W −[t]) = ρ (s(t) ∣W [t]) .

Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ¾õîðîøèõ íàïðàâëåíèé¿ s(t)
(ñì. [7℄).

Â õîäå ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîé ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêè ê çàäà÷å ñèíòåçà óïðàâ-

ëåíèé äëÿ ìíîãîçâåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû âûñîêîé ðàçìåðíîñòè [8℄ âîçíèêàþò

ñëåäóþùèå òðóäíîñòè.

Âî-ïåðâûõ, ýëëèïñîèäû-àïïðîêñèìàöèè áëèçêè ê âûðîæäåííûì. Èç-çà ýòîãî,

âñëåäñòâèå îøèáîê ÷èñëåííîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ (3), ìàòðèöà W (t) ìîæåò ïåðåñòàòü áûòü íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé, òàê ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýëëèïñîèäàëüíàÿ îöåíêà ñòàíåò íåïðèãîäíîé. Â ðàçäåëå 2 íàñòîÿ-

ùåé ñòàòüè ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá êîìáèíèðîâàíèÿ íåñêîëüêèõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöå-

íîê, ïîçâîëÿþùèé ïðåîäîëåòü èõ âûðîæäåííîñòü.
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Âî-âòîðûõ, ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ íà-

ãðóçêà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ìàêñèìàëüíî ý��åêòèâíî ïðîèçâîäèòü îïåðàöèè, âõîäÿ-

ùèå â ìàòðè÷íîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (3). Íîâîìó ý��åêòèâíîìó ñïîñîáó

íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû T (t) ïîñâÿù¼í ðàçäåë 3.

Â-òðåòüèõ, òðåáîâàíèÿ ïî ñêîðîñòè âû÷èñëåíèÿ è ïî íåîáõîäèìîé äëÿ ýòîãî êîì-

ïüþòåðíîé ïàìÿòè ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ýëëèïñîèäàëüíûå îöåíêè

ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Îñîáåííîñòè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ïî-

ëó÷åííûõ �îðìóë îïèñàíû â ðàçäåëå 4.

Â ñòàòüå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Br(a) � øàð ðàäèóñà r ñ öåí-

òðîì â òî÷êå a â ñîîòâåòñòâóþùåì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. h+(X ,Y ) =
inf {ε ≥ 0 ∣X ⊆ Y +Bε(0)} = sup {ρ (ℓ ∣X ) − ρ (ℓ ∣ Y ) ∣ ∥ℓ∥ ≤ 1}� õàóñäîð�îâî ïîëóðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè X è Y . G(t, τ) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàò-

ðèöà ñèñòåìû (1) (ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ∂G/∂t = A(t)G(t, τ), G(τ, τ) = I). ρ (ℓ ∣ X) =
supx∈X ⟨ℓ, x⟩ � îïîðíàÿ �óíêöèÿ êî ìíîæåñòâó X â íàïðàâëåíèè ℓ.

2 �åãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêîé òðóáêè äîñòèæèìîñòè

äëÿ ìíîãîçâåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû [8℄ ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì ïîêàçûâàþò,

÷òî â ñëó÷àå ìàëîãî ðàçìåðà öåëåâîãî ìíîæåñòâà M (òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ñèñòåìó â

çàäàííóþ íåáîëüøóþ îêðåñòíîñòü çàäàííîé òî÷êè) ýëëèïñîèäàëüíûå àïïðîêñèìàöèè

áëèçêè ê âûðîæäåííûì: ñ òå÷åíèåì ïîïÿòíîãî âðåìåíè, ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ

ëèøü îäíî èç ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû W (t), îñòàëüíûå æå íåñóùåñòâåííî îò-

ëè÷àþòñÿ îò ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû M . Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ

íåáëàãîïðèÿòíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ý��åêòèâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèé

ïî êðàéíåé ìåðå ïî ñëåäóþùèì òð¼ì ïðè÷èíàì.

1. Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3) ìîæåò ïðèâåñòè (è

íà ïðàêòèêå ïðèâîäèò) ê âûõîäó ìàòðèöû W (t) èç êîíóñà íåîòðèöàòåëüíî îïðå-
äåë¼ííûõ ìàòðèö, ÷òî íåïðèåìëåìî. Âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ çàäà÷è è ÷èñ-
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ëåííûõ àëãîðèòìîâ ìîæåò íåñêîëüêî îòñðî÷èòü óêàçàííûé ïðîöåññ, îäíàêî ïðè

ýòîì âîçíèêàþò äðóãèå ïðîáëåìû: ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðîâ öåëåâîãî ìíîæåñòâà

M óõóäøàåòñÿ êà÷åñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà (ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ â çàäàí-

íóþ òî÷êó ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ), à ïðè ïîâûøåíèÿ òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè ÷èñ-

ëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óìåíüøàåòñÿ øàã ìåòîäà è ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñòàåò

âû÷èñëèòåëüíàÿ íàãðóçêà (ê òîìó æå â ñëó÷àå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé íà÷èíàåò

èãðàòü ðîëü íåòî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé â ïàìÿòè ÝÂÌ,

ò.å. ñóùåñòâóåò ïðåäåë òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè).

2. Ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå ïîìåõè, äåéñòâóþùèõ âäîëü íàïðàâëåíèé âûðîæäåíèÿ

ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, ïîñëåäíÿÿ áûñòðî

âûðîæäàåòñÿ îêîí÷àòåëüíî è ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì.

3. Ýëëèïñîèä, âûòÿíóòûé ëèøü ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ, �àêòè÷åñêè íåñ¼ò â ñå-

áå èí�îðìàöèþ ëèøü î çíà÷åíèè îïîðíîé �óíêöèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè

âäîëü çàäàííîé òðàåêòîðèè ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì óêàçàííàÿ îïîðíàÿ

�óíêöèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ñóùåñòâåííî ìåíüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè

çàòðàòàìè, ÷åì èíòåãðèðîâàíèå ìàòðè÷íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå âíà÷àëå äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðè÷èíà ïîÿâëåíèÿ âûðîæäåííî-

ñòè, äëÿ ÷åãî àíàëèçèðóåòñÿ �îðìóëà âíóòðåííåé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè

ãåîìåòðè÷åñêîé ñóììû äâóõ ýëëèïñîèäîâ. Äàëåå ïîêàçûâàåòñÿ, êàêèì îáðàçîì ìîæíî

ïðåîäîëåòü âûðîæäåííîñòü, îñëàáèâ òðåáîâàíèå òóãîñòè àïïðîêñèìàöèè. Ïîñëå ýòîãî

äàííûé ïîäõîä ïåðåíîñèòñÿ ñ îïåðàöèè ñóììû ýëëèïñîèäîâ íà âû÷èñëåíèå àïïðîêñè-

ìàöèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè.
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2.1 Âûðîæäåííîñòü ñóììû âûðîæäåííûõ ýëëèïñîèäîâ

Íàïîìíèì [7℄ �îðìóëó âíóòðåííåé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ãåîìåòðè÷åñêîé

ñóììû m ýëëèïñîèäîâ E (qi,Qi), i = 1,m, ÿâëÿþùåéñÿ òóãîé â íàïðàâëåíèè ℓ ∈ Rn
:

E (q1,Q1) +⋯+ E (qm,Qm) ⊇ E (q,Q), (4)

q = m∑
i=1

qi, Q = (Q 1

2

1
+ T2Q

1

2

2
+⋯ + TmQ

1

2

m)T (Q 1

2

1
+ T2Q

1

2

2
+⋯+ TmQ

1

2

m).

ãäå Ti � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì Q
1

2

1
ℓ ⇈ TiQ

1

2

i ℓ. Â ñëó÷àå,

åñëè îäíà èç ìàòðèö Qi ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé, �îðìóëà (4) èìååò ñìûñë äëÿ òàêèõ

íàïðàâëåíèé ℓ, ÷òî Qiℓ ≠ 0, i = 1,m.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü rankQi = ri è Qiℓ ≠ 0, i = 1,m. Òîãäà ðàíã ìàòðèöû Q, âû÷èñëåííîé

ïî �îðìóëå (4), íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà r1 +⋯ + rm − (m − 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâà � îáðàçû ìàòðèö Q

1

2

1
è TiQ

1

2

i ÷åðåç L1

è Li ñîîòâåòñòâåííî, i = 2,m. Òîãäà imQ ⊆ ∑m
i=1Li. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèö Ti íåíó-

ëåâîé âåêòîð e1 = Q 1

2

1
ℓ ïðèíàäëåæèò âñåì ïîäïðîñòðàíñòâàì Li, ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â imQ íå ìîæåò ïðåâûøàòü r1+(r2−1)+⋯+(rm−1).
Ñëåäñòâèå 1. Ôîðìóëà (4) íå âûâîäèò èç êëàññà ìàòðèö ðàíãà 1.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ñèñòåìû (1) ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì (rankB(t)P (t)P T (t) ≡ 1)
áåç íåîïðåäåë¼ííîñòè, ñ öåëåâûì ìíîæåñòâîì â âèäå òî÷êè èëè îòðåçêà (rankM ⩽
1), ýëëèïñîèäàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (2), (3) òàêæå áóäåò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè

ëèáî òî÷êîé, ëèáî îòðåçêîì (rankW (t) ⩽ 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëîìàíûå Ýéëåðà óðàâíåíèÿ (3)

áóäóò ñîñòîÿòü èç ìàòðèö ðàíãà 1.

Çàìå÷àíèå 1. Âûðîæäåííîñòü àïïðîêñèìàöèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òðåáîâàíèÿ òó-

ãîñòè (êàñàíèÿ âäîëü çàäàííîãî íàïðàâëåíèÿ), à íå ñâîéñòâîì êîíêðåòíîé �îðìó-

ëû (4). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü rankQi = 1, òîãäà ñóììèðóåìûå ýëëèïñîèäû ìîæíî
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ïðåäñòàâèòü êàê Ei = E (qi,Qi) = conv{qi ± ai}, ãäå âåêòîðû ai � åäèíñòâåííûå íåíó-

ëåâûå ïîëóîñè ýòèõ ýëëèïñîèäîâ. Òî÷íîé ñóììîé E1 + ⋯ + Em áóäåò ìíîãîóãîëüíèê

conv{q1 +⋯ + qm ± a1 ±⋯ ± am}. Äëÿ ïî÷òè âñåõ íàïðàâëåíèé ℓ òóãîé àïïðîêñèìàöèåé

áóäåò îäíà èç äèàãîíàëåé ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà, è �îðìóëà (4) îïèñûâàåò â òî÷íîñòè

ýòè äèàãîíàëè.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû T ðàçìåðíîñòü âíóò-

ðåííåé ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêè ñóììû ýëëèïñîèäîâ ìîæåò áûòü ìåíüøå ðàçìåðíîñòè

ñëàãàåìûõ. Íàïðèìåð, åñëè Q1 = Q2 = I, ℓ = e1, T = diag{1,−1,−1, . . . ,−1}, òî �îðìóëà
(4) äà¼ò Q = diag{1,0,0, . . . ,0}.
2.2 �åãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèè ñóììû ýëëèïñîèäîâ

Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü íåñêîëüêî âûðîæäåííûõ àïïðîê-

ñèìàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëëèïñîèäà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà

èçâåñòíîé �îðìóëå âíóòðåííåé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè âûïóêëîé îáîëî÷êè

îáúåäèíåíèÿ ýëëèïñîèäîâ [6℄.

Ëåììà 2. Ïóñòü E −i = E (q,Q−i ), i = 1,m � âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå àïïðîêñè-

ìàöèè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X . Òîãäà ýëëèïñîèä

E
−

α = E (q,Q−α), Q−α = m∑
i=1

αiQ
−

i , αi ⩾ 0, m∑
i=1

αi = 1, (5)

òàêæå áóäåò âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü âîãíóòîñòüþ �óíêöèè

√
t, èìååì

ρ (ℓ ∣ E −α ) = ⟨q, ℓ⟩ + ( m∑
i=1

αi ⟨ℓ,Q−i ℓ⟩)
1

2 ⩽ m∑
i=1

αi(⟨qi, ℓ⟩ + ⟨ℓ,Q−i ℓ⟩ 12 ) ⩽max
i=1,m

ρ (ℓ ∣ E −i ) , (6)

îòêóäà

E
−

α ⊆ conv m⋃
i=1

E
−

i ⊆X .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü q = 0 è ðàçìåðíîñòü L � ëèíåéíîé îáîëî÷êè îáúåäèíåíèÿ ýëëèï-

ñîèäîâ E −i ðàâíà r. Òîãäà ïðè αi > 0, i = 1,m, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî imQ−α =L , è â

÷àñòíîñòè ìàòðèöà Q−α èìååò ðàíã r.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî

im(α1Q
−

1
+⋯ +αmQ

−

m) = imQ−
1
+⋯+ imQ−m.

Ïîñëåäíåå â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèö Q−i ýêâèâàëåíòíî

ker(α1Q
−

1
+⋯ +αmQ

−

m) = kerQ−1 ∩⋯∩ kerQ−m.
Âëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè â ëåâóþ î÷åâèäíî. Åñëè x ∈ ker(α1Q

−

1
+⋯+αmQ−m), òî äîìíîæàÿ

ðàâåíñòâî α1Q
−

1
x+⋯+αmQ−mx = 0 ñêàëÿðíî íà x, ïîëó÷àåì α1 ⟨x,Q−1x⟩+⋯+αm ⟨x,Q−mx⟩ =

0, îòêóäà â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè ìàòðèö Q−i è ïîëîæèòåëüíîñòè αi

èìååì ⟨x,Q−i x⟩ = 0 è ñëåäîâàòåëüíî x ∈ kerQx
i .

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà àïïðîêñèìàöèè E −α .

1. Ïóñòü ýëëèïñîèä E −
1
áûë òóãîé îöåíêîé â íàïðàâëåíèè ℓ, ò.å. ρ (ℓ ∣ E −

1
) = ρ (ℓ ∣X ).

Îöåíèì, íàñêîëüêî áóäåò îòëè÷àòüñÿ îïîðíàÿ �óíêöèÿ ýëëèïñîèäà E −α â òîì æå

íàïðàâëåíèè:

ρ (ℓ ∣ E −α ) ⩾ ⟨q, ℓ⟩ + (α1 ⟨ℓ,Q1ℓ⟩) 12 = ⟨q, ℓ⟩ + ⟨ℓ,Q1ℓ⟩ 12 √1 − (1 − α1) =
= ρ (ℓ ∣X ) − 1

2
(1 − α1) ⟨ℓ,Q1ℓ⟩ 12 +O((1 −α1)2).

Òàêèì îáðàçîì, ÷åì áëèæå α1 ê åäèíèöå, òåì áëèæå E −α ê òóãîé àïïðîêñèìàöèè

â íàïðàâëåíèè ℓ.

2. Â ñëó÷àå, åñëè âñå ýëëèïñîèäû E −i , i = 1,m, ÿâëÿþòñÿ òóãèìè àïïðîêñèìàöèÿ-

ìè X âäîëü îáùåãî íàïðàâëåíèÿ ℓ, òî â óñëîâèè (6) äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî è

ýëëèïñîèä E −α òàêæå áóäåò òóãîé àïïðîêñèìàöèåé X â íàïðàâëåíèè ℓ.

Ïðèìåð 1. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ýëëèïñîèäàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ñóììû äâóõ âû-

ðîæäåííûõ ýëëèïñîèäîâ. Èñõîäíûå ýëëèïñîèäû Ei ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà îòðåçêà

(æèðíûé ïóíêòèð), à èõ ñóììà � ïàðàëëåëîãðàìì (òîíêèé ïóíêòèð). Â ñèëó òåîðå-

ìû 1 òóãèå àïïðîêñèìàöèè ñóììû ýòèõ ýëëèïñîèäîâ òàêæå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè
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ýëëèïñîèäàìè � îòðåçêàìè (æèðíàÿ ñïëîøíàÿ). �åãóëÿðèçîâàííûå àïïðîêñèìàöèè

äëÿ α1 = 1

10
, 1
2
, 9

10
èçîáðàæåíû òîíêîé ñïëîøíîé ëèíèåé. Âèäíî, ÷òî îíè íåâûðîæäåíû

(òåîðåìà 3) è êàñàþòñÿ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà (ò.å. ÿâëÿþòñÿ òóãèìè âäîëü íîð-

ìàëåé ê åãî ñòîðîíàì � ñâîéñòâî 2). Êðîìå òîãî, ïðè α = 1

10
è

9

10
â ñèëó ñâîéñòâà 1

îïîðíûå �óíêöèè àïïðîêñèìàöèé ìàëî îòëè÷àþòñÿ îò îïîðíîé �óíêöèè ïàðàëëåëî-

ãðàììà âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðàâëåíèé.

�èñ. 1: Âíóòðåííèå àïïðîêñèìàöèè ñóììû äâóõ ýëëèïñîèäîâ. Èñõîäíûå ýëëèïñîèäû

(æèðíûé ïóíêòèð), òî÷íàÿ ñóììà (òîíêèé ïóíêòèð), òóãèå àïïðîêñèìàöèè (æèðíàÿ

ñïëîøíàÿ), ðåãóëÿðèçîâàííûå àïïðîêñèìàöèè (òîíêàÿ ñïëîøíàÿ)

2.3 �åãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèè òðóáêè ðàçðåøèìîñòè

Â óñëîâèÿõ (5) âûáåðåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α: α1 = 1−σγ+σγβi, αi = σγβi,

i = 2,m, ãäå βi ⩾ 0, ∑m
i=1 βi = 1, γ ⩾ 0. Çäåñü σ � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî,
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òàê ÷òî α1 > 0. Òîãäà
σ−1(Q−α −Q−1) = γ ( m∑

i=1

βiQ
−

i −Q−1) .
Èñïîëüçóåì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ çàïèñè m ïåðåìåøèâàåìûõ ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîê-

ñèìàöèé òðóáêè ðàçðåøèìîñòè:

Ẇi(t) = A(t)Wi(t) +Wi(t)AT (t) −
−W 1

2

i (t)Ti(t)(B(t)P (t)BT (t)) 12 − (B(t)P (t)BT (t)) 12T T
i (t)W 1

2

i (t) +
πi(t)Wi(t) + π−1i (t)C(t)Q(t)C(t) + γ ( m∑

j=1

βijWj(t) −Wi(t)) , Wi(t1) =M ; (7)

Çäåñü βij ⩾ 0, ∑m
j=1 βij = 1, i = 1,m; γ ⩾ 0; Ti(t) � ïðîèçâîëüíûå îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöà,

îáåñïå÷èâàþùèå ñîíàïðàâëåííîñòü âåêòîðîâ Ti(t)(B(t)P (t)BT (t)) 12 si(t) è W
1

2

i (t)si(t);
�óíêöèè si(t) � ðåøåíèÿ ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ óñëîâèÿõ:

ṡi(t) = −AT (t)si(t), si(t1) = ℓi.
è ïðè íàëè÷èè ïîìåõè πi(t) = ⟨si(t),C(t)Q(t)CT (t)si(t)⟩ 12 / ⟨si(t),Wi(t)si(t)⟩ 12 .
Çàìå÷àíèå 3. Ïàðàìåòð γ ⩾ 0 îòâå÷àåò çà ñêîðîñòü ¾ïåðåìåøèâàíèÿ¿ àïïðîêñèìàöèé

� ÷åì îí áîëüøå, òåì áîëåå âêëàä, âíîñèìûé ïåðåìåøèâàíèåì. Ïàðàìåòðû βij ⩾ 0

îòâå÷àþò çà êîí�èãóðàöèþ ïåðåìåøèâàíèÿ (êàêèå èç ýëëèïñîèäîâ äîáàâëÿþòñÿ ê

äàííîìó).

Çàìå÷àíèå 4. Âûáîð îäèíàêîâûõ êîý��èöèåíòîâ βij = β̂j (â ÷àñòíîñòè, βij = 1

m
) ïîçâî-

ëÿåò óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå ñëàãàåìîå ∑m
j=1 βijWj(t) =

∑m
j=1 β̂jWj(t) íå çàâèñèò îò j è âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ðåøåíèÿ Wi(t) óðàâíåíèÿ (7) ïðîäîëæàåìû íà îòðåçîê [t0, t1] è
íà âñ¼ì îòðåçêå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè ìàòðèöàìè. Òîãäà ìíîãî-

çíà÷íàÿ �óíêöèÿ

W
−[t] = conv m⋃

i=1

W
−

i [t] = conv m⋃
i=1

E (w(t),Wi(t))
óäîâëåòâîðÿåò ïðè t ∈ [t0, t1] ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ

lim
σ→0+

σ−1h+((I + σA(t))W −[t − σ] + σC(t)Q(t),W −[t] − σB(t)P(t)) = 0
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì W −[t1] ⊆M .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü p(t) ≡ 0, q(t) ≡ 0 è ñëåäîâà-

òåëüíî w(t) ≡ 0. Äàëåå, èñïîëüçóÿ çàìåíó z(t) = G(t1, t)x(t), ïåðåéä¼ì ê ñèñòåìå (1)

ïðè A(t) ≡ 0. Êðîìå òîãî, ïåðåîáîçíà÷èì ìàòðèöû B(t)P (t)BT (t) è C(t)Q(t)CT (t)
êàê P (t) è Q(t).

Îïîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W −[t] ðàâíà ρ (ℓ ∣ W −[t]) =
max{⟨ℓ,Wi(t)ℓ⟩ 12 ∣ i = 1, . . . ,m}. Ïóñòü σ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òàê ÷òî ïðè δ ∈ [0, σ]
ìàêñèìóì äëÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ ℓ äîñòèãàåòñÿ ïðè îäíîì è òîì æå i = i0, ò.å.

ρ (ℓ ∣ W −[τ]) = ⟨ℓ,Wi0(τ)ℓ⟩ 12 .
Â ïðåäïîëîæåíèè ∥ℓ∥ = 1 îöåíèì îïîðíóþ �óíêöèþ ìíîæåñòâà W −[t − σ]:

ρ (ℓ ∣ W −[t − σ]) = ⟨ℓ,Wi0(t − σ)ℓ⟩ 12 = ⟨ℓ, (Wi0(t) − σẆi0(t) + o(σ))ℓ⟩ 12 =
= ⟨ℓ,Wi0(t)ℓ⟩ 12 − σ

2
⟨ℓ,Wi0(t)ℓ⟩− 1

2 ⟨ℓ,Wi0(t)ℓ⟩ + o(σ).
Îòäåëüíî îöåíèì (îïóñêàÿ çàâèñèìîñòü îò t)

⟨ℓ,Wi0ℓ⟩ = −⟨ℓ,W 1

2

i0
TP

1

2 ℓ⟩ − ⟨ℓ,P 1

2TW
1

2

i0
ℓ⟩ + πi0 ⟨ℓ,Wi0ℓ⟩ + π−1i0 ⟨ℓ,Qℓ⟩ +

+ γ ( m∑
j=1

βi0j ⟨ℓ,Wjℓ⟩ − ⟨ℓ,Wi0ℓ⟩) ⩾ −2∥W 1

2

i0
ℓ∥ ∥T ∥ ∥P 1

2 ℓ∥ + 2 ⟨ℓ,Wi0ℓ⟩ 12 ⟨ℓ,Qℓ⟩ 12 =
= 2 ⟨ℓ,Wi0ℓ⟩ 12 (ρ (ℓ ∣Q) − ρ (ℓ ∣P)) .

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî è íåðàâåíñòâà ∥Tx∥ ≤ ∥T ∥ ∥x∥,
2ab ≤ a2 + b2. Ñêîáêà ïðè γ íåïîëîæèòåëüíà, ò.ê. ïðè i = i0 âûðàæåíèå ⟨ℓ,Wiℓ⟩ ìàêñè-
ìàëüíî. Âîçâðàùàÿñü ê îöåíêå îïîðíîé �óíêöèè W −[t − σ], ïîëó÷àåì

(ρ (ℓ ∣ W −[t − σ]) + σρ (ℓ ∣Q(t))) − (ρ (ℓ ∣ W −[t]) + σρ (ℓ ∣P(t))) = o(σ),
÷òî è îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 3. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû (4) ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ W −[t] ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííåé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W [t], à �óíêöèè W −

i [t] � âíóòðåííèìè

ýëëèïñîèäàëüíûìè îöåíêàìè ýòîãî ìíîæåñòâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè � ìàê-

ñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ.

Ñëåäñòâèå 4. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû (4) ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ W −[t] ÿâëÿåòñÿ ñëà-

áî èíâàðèàíòíîé ïî âêëþ÷åíèþ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1), à �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ

V −(t, x) = d(G(t1, t)x,G(t1, t)W −[t]) � âåðõíèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�

ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà (ñì. [9℄), ò.å. óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíîìó íåðàâåí-

ñòâó

min
u∈P(t)

max
v∈Q(t)

dV −/dt = min
u∈P(t)

max
v∈Q(t)

{V −t + ⟨V −x ,A(t)x +B(t)u +C(t)v⟩} ≤ 0 (8)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì V −(t1, x) = d(x,M ).
Ïðèìåð 2. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ìíî-

æåñòâà ðàçðåøèìîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1 +u íà îòðåçêå âðåìåíè

[0, π] ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà γ = 1

20
è

1

2
. Òî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ÿâëÿþòñÿ âûðîæ-

äåííûìè ýëëèïñîèäàìè (èçîáðàæåíû æèðíûìè ëèíèÿìè).

−2 −1 0 1 2
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

−2 −1 0 1 2
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

�èñ. 2: Âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè äâóõ-

ìåðíîé ñèñòåìû (ñëåâà ïðè γ = 1

20
, ñïðàâà ïðè γ = 1

2
)

Ïðèìåð 3. Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ðàçìåðîâ ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîê-

ñèìàöèè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè äëÿ ìíîãîçâåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû (÷èñëî
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çâåíüåâ N = 10, ðàçìåðíîñòü n = 2N = 20). Ñëåâà èçîáðàæåíû ãðà�èêè âñåõ 20 ñîá-

ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû W
1

2

1
(ò.å. ïîëóîñåé ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè), ñïðàâà

� îáú¼ì ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â ñòåïåíè

1

n
= 1

20
(ò.å. ñðåäíåå ãåîìåòðè÷å-

ñêîå ïîëóîñåé).

Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ïîäîáíûõ ãðà�èêîâ äëÿ ðÿäà çíà÷åíèéN , áûë ñäåëàí âûâîä,

÷òî äëÿ óñòîé÷èâîãî ñ÷¼òà äàííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî âûáèðàòü ÷èñëî àïïðîêñèìàöèé

m áëèçêèì ê ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû n.

10
0

10
1

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

Number of Approximations (m)

E
ig

e
n

v
a
lu

e
s
 o

f 
W

1
/2

10
0

10
1

10
−2

10
−1

10
0

10
1

Number of Approximations (m)

(V
o

lu
m

e
 o

f 
E

)1
/2

0

�èñ. 3: �àçìåðû ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà àïïðîêñè-

ìàöèé m (ñëåâà � ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ñïðàâà � îáú¼ì â ñòåïåíè

1

n
)

3 Ý��åêòèâíîå âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïîâîðîòà

Â óðàâíåíèå ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè (3) âõîäèò îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ îðòî-

ãîíàëüíîé ìàòðèöû T ∈ Rn×n
, òàêîé ÷òî Tv2 ⇈ v1 äëÿ íåêîòîðûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ

v1, v2 ∈ Rn
. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå T = v1↻ v2.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè n ⩾ 2 ìàòðèöà v1 ↻ v2 îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî (ïðè

n = 2 òàêèõ ìàòðèö íå ìåíüøå äâóõ, à ïðè n ⩾ 3 áåñêîíå÷íî ìíîãî). Îïåðàöèþ ¾↻¿

íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíà îáëàäàëà äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ

(ïî àðãóìåíòàì v1, v2) äëÿ ïðèìåíåíèÿ ê óðàâíåíèþ (3) ñõåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-

âàíèÿ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè.
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Îïåðàöèÿ v1 ↻ v2 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, íàïðèìåð, ÷åðåç ñèíãóëÿðíûå ðàçëî-

æåíèÿ âåêòîðîâ v1 è v2 ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö ïðåîáðàçîâàíèé [10℄.

Ñëîæíîñòü ýòîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû èìååò ïîðÿäîê O(n3), íåïðåðûâíàÿ çà-

âèñèìîñòü v1↻ v2 îò v1, v2 (è òåì áîëåå ãëàäêîñòü) íå ãàðàíòèðóåòñÿ.

Äàëåå ïðåäëàãàþòñÿ ÿâíûå �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ v1 ↻ v2 ñî ñëîæíîñòüþ

O(n2) è îáëàäàþùèå íåîáõîäèìîé ãëàäêîñòüþ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü v1, v2 ∈ Rn
� íåíóëåâûå âåêòîðû. Ìàòðèöà T ∈ Rn×n

, âû÷èñëåííàÿ

ïî �îðìóëàì

T = I +Q1(S − I)QT
1
, (9)

S = ( c s−s c
) , c = ⟨v̂1, v̂2⟩ , s = √1 − c2, v̂i = vi/ ∥vi∥ , (10)

Q1 = [q1 q2] ∈ Rn×2, q1 = v̂1, q2 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s−1(v̂2 − cv̂1), s ≠ 0,
0, s = 0, (11)

ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé è îáëàäàåò ñâîéñòâîì Tv2 ⇈ v1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1 /∥ v2. Ïåðåéä¼ì ê åäèíè÷íûì âåêòîðàì v̂i = vi/ ∥vi∥. Áó-
äåì èñêàòü îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå T � ïîâîðîò â ïëîñêîñòè π, íàòÿíóòîé íà

âåêòîðû v1 è v2, ïåðåâîäÿùèé âåêòîð v̂2 â v̂1. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû íà îðòîãîíàëüíîì

äîïîëíåíèè ê π èíäóöèðîâàííûé îïåðàòîð T ∣π⊥ áûë åäèíè÷íûì.

Ñîñòàâèì ìàòðèöó V = [v̂1 v̂2] è íàéä¼ì å¼ QR-ðàçëîæåíèå: V = QR, ãäå Q ∈
Rn×n

� îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà R ∈ Rn×2
� âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ïðåäñòàâèì

ìàòðèöû Q è R â áëî÷íîì âèäå:

Q = [Q1 Q2] , Q1 ∈ Rn×2, Q2 ∈ Rn×(n−2),

R = [ R1

O(n−2)×2
] , R1 = (1 c

0 s
) .

Îòìåòèì, ÷òî ñòîëáöû Q1 îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïëîñêîñòè π, à ñòîëáöû

Q2 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ π⊥. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì

òðåáîâàíèè R11 > 0, R22 > 0 ìàòðèöà Q1 îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî, à ìàòðèöà Q2 ìîæåò
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áûòü ëþáîé, ñ îðòîíîðìèðîâàííûì ñòîëáöàìè, îðòîãîíàëüíûìè ñòîëáöàì Q1. Ñîîò-

íîøåíèÿ (11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàïèñü ïðîöåññà îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà�Øìèäòà

äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû Q1.

Ïîëîæèì

T = Q[S O

O I
]QT .

Äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö.

Ñìûñë ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � ïåðåâîä ïëîñêîñòè π â ïëîñêîñòü Oe1e2, ïîâîðîò â

ýòîé ïëîñêîñòè è ïîñëåäóþùåå âîçâðàùåíèå ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì.

Ïîêàæåì, ÷òî T íå çàâèñèò îò âûáîðà Q2. Â ñàìîì äåëå, T = Q1SQ
T
1
+Q2Q

T
2
. Íî èç

ðàâåíñòâà QQT = Q1Q
T
1
+Q2Q

T
2
= I èìååì Q2Q

T
2
= I −Q1Q

T
1
îòêóäà ïîëó÷àåì �îðìóëó

(9), íå ñîäåðæàùóþ Q2.

Ìàòðèöà T ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé è â ñëó÷àå v1 ∥ v2, ò.å. s = 0. Òîãäà c = ±1.
Ïðè c = 1 èìååì S = I, ïîýòîìó T = I. Â ñëó÷àå c = −1 ïîëó÷àåì T = I − 2v̂1v̂T1 è

íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåì, ÷òî TT T = I.
Âû÷èñëèì T v̂2. Èç (11) ïîëó÷àåì, ÷òî QT

1
v̂2 = (cs) . ïðè ëþáîì çíà÷åíèè s. Äàëåå

èìååì

T v̂2 = v̂2 +Q1 (c − 1 s−s c − 1)(cs) = v̂2 + [v̂1 s−1(v̂2 − cv̂1)] (1 − c−s ) = v̂1.
Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v ⊥ v̂1, v̂2 èìååì QT

1
v = 0, ïîýòîìó Tv = v.

Çàìå÷àíèå 5. Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé â �îðìóëàõ (9)�(11) èìååò ïîðÿ-

äîê O(n2). Áîëåå òîãî, óìíîæåíèå íà ìàòðèöó T ìîæåò áûòü òàêæå âûïîëíåíî çà

O(n2) îïåðàöèé.
Çàìå÷àíèå 6. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ T = T (v1, v2) ÿâëÿåòñÿ ñêîëü
óãîäíî ãëàäêîé ïðè íåíóëåâûõ âåêòîðàõ v1, v2, çà èñêëþ÷åíèåì êîíóñà v1 � v2.

4 Î ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿù¼í îñîáåííîñòÿì èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëîæåííîé âíóòðåííåé ýë-

ëèïñîèäàëüíîé îöåíêè â óñëîâèÿõ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.
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4.1 Âû÷èñëåíèå ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (7) ñ èñïîëüçîâàíèåì

µ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ ïðåäëàãàåòñÿ ðàçáèòü ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I = {1, . . . ,m} íà
µ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Ik, òàê ÷òî I = I1∪⋅ ⋅ ⋅∪Iµ. Ïðîöåññ ñ íîìåðîì k áóäåò

âû÷èñëÿòü è õðàíèòü çíà÷åíèÿ ìàòðèö Wi, i ∈ Ik. (Äëÿ áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè ìåæäó
ïðîöåññàìè ìîùíîñòè ìíîæåñòâ Ik äîëæíû áûòü ïðèìåðíî îäèíàêîâûìè, ïîðÿäêà

m/µ.)
Íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (7) ïðèâåëî áû ê ñóùåñòâåííîìó îáú-

¼ìó îáìåíà äàííûìè ìåæäó ïðîöåññàìè, âñëåäñòâèå íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ñëàãà-

åìîå ∑m
i=1 βijWj . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòîãî èçáåæàòü, ïðåäëàãàåòñÿ ñêîìáèíèðîâàòü (7)

ñ �îðìóëîé (5). Ïðè òàêîì ïîäõîäå êàæäûé ïðîöåññ ðåøàåò ñâîþ ñèñòåìó ìàòðè÷-

íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (7), â êîòîðîé óïîìÿíóòîå ñëàãàåìîå çàìåíåíî íà

∑i∈Ik
βijWj , ãäå ∑j∈Ik

βij = 1. Ïåðåìåøèâàíèå àïïðîêñèìàöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì
ïðîöåññàì, ïðîèçâîäèòñÿ ÷åðåç çàäàííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ïî �îðìóëå (5) ïðè

αi = 1

m
, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî îáìåíîâ äàííûìè ïî ñåòè.

4.2 Âû÷èñëåíèå óïðàâëåíèé

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (8), óïðàâëåíèå, ãàðàíòèðóþùåå

ïðèâåäåíèå ñèñòåìû â öåëåâîå ìíîæåñòâî M , ìîæåò áûòü âûáðàíî êàê ñîîòâåòñòâó-

þùèé ìàêñèìèçàòîð:

U
∗(t, x) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

− P (t)BT (t)p

⟨BT (t)p,P (t)BT (t)p⟩
1

2

, BT (t)p ≠ 0;
P(t), BT (t)p = 0;

ãäå âåêòîð p = p(t, x) = ∂V −/∂x èìååò ñìûñë êðàò÷àéøåãî ïóòè îò òî÷êè x äî ìíîæå-

ñòâà W −[t]. Ìíîæåñòâî W −[t] ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé íàáîðà ìíîæåñòâ, ïîýòî-
ìó âû÷èñëåíèå âåêòîðà p ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé ïðîöåäóðîé � íàõîæäåíèåì ìàêñèìèíà

V −(t, x) =max
∥p∥≤1

min
i=1,...,m

{⟨p,G(t1, t)x⟩ − ρ (GT (t1, t)p ∣W −

i [t])} (12)

(îñîáåííî ó÷èòûâàÿ òîò �àêò, ÷òî ïàðàìåòðû ìíîæåñòâ õðàíÿòñÿ â ðàçíûõ ïðîöåññàõ).
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Ïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü �óíêöèþ V −(t, x) íà
V̂ −(t, x) = d(G(t1, t)x,G(t1, t)Ŵ −[t]), Ŵ

−[t] = m⋃
i=1

W
−

i [t] = m⋃
i=1

E (w(t),Wi(t)),
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêå îïåðàöèé ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà â (12)

V̂ −(t, x) = min
i=1,...,m

max
∥p∥≤1
{⟨p,G(t1, t)x⟩ − ρ (GT (t1, t)p ∣W −

i [t])}. (13)

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî âåêòîð p̂(t, x) = ∂V −/∂x ðàâåí p̂ = p̂i0, ãäå i0 � íîìåð i ∈ 1,m, íà

êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â (13), à p̂i � ìàêñèìèçàòîð â (13) ïðè �èêñèðîâàííîì

i.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèé êàæäûé èç ïðîöåññîâ ëîêàëüíî íàõîäèò

áëèæàéøèé ê òåêóùåìó ïîëîæåíèþ ýëëèïñîèä, ïîñëå ÷åãî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññ, ñî-

äåðæàùèé ãëîáàëüíî áëèæàéøèé ê òåêóùåìó ïîëîæåíèþ ýëëèïñîèä. Ýòîò ïðîöåññ

âû÷èñëÿåò óïðàâëåíèå è ñîîáùàåò åãî âñåì îñòàëüíûì ïðîöåññàì.

4.3 �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ïðîãðàììà íàïèñàíà íà ÿçûêå Fortran 2003 ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåð�åéñà MPI

(Message Passing Interfa
e) äëÿ ïàðàëëåëèçàöèè, áèáëèîòåêè MKL (Intel Math Kernel

Library) äëÿ ìàòðè÷íûõ âû÷èñëåíèé, áèáëèîòåêè NAG äëÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé è ïðî÷èõ âû÷èñëåíèé.

�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ìíîãîçâåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû [8℄ (N � ÷èñëî

çâåíüåâ, ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû n = 2N) ïîëó÷åíû äëÿ ñëåäóþùèõ äàííûõ:

� N = 25 (n = 50) äëÿ ñèñòåìû ñ ïîìåõîé áåç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïîäîáèÿ;

� N = 50 (n = 100) äëÿ ñèñòåìû ñ îäíîñòîðîííèì ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì (u ∈
[0, µ]);

� N = 50 (n = 100) äëÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (íèæíÿÿ ÷àñòü öåïè â äâà ðàçà

òÿæåëåå âåðõíåé);

� N = 100 (n = 200) äëÿ ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì;

� N = 250 (n = 500) äëÿ ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì ðàçìåðíîñòè N .
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