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ÓÄÊ 517.977ÁÛÑÒ�ÛÅ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈß Â ÇÀÄÀ×Å ÑÈÍÒÅÇÀ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈÉ Ï�ÈÍÅÎÏ�ÅÄÅË�ÍÍÎÑÒÈÀ.Í.Äàðüèí, À.Á.ÊóðæàíñêèéÊàê èçâåñòíî, öåíòðàëüíûì äëÿ ïðèëîæåíèé âîïðîñîì ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëå-íèÿ â óñëîâèÿõ íåèçâåñòíûõ âîçìóùåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñèíòåçèðóþùèõ óïðàâëÿþùèõñòðàòåãèé, ðåàëèçóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå âîçäåéñòâèÿ â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè. Èñêîìûå óïðàâ-ëåíèÿ òîãäà çàâèñÿò íå òîëüêî îò âðåìåíè, êàê ó ïðîãðàììíûõ, íî òàêæå è îò òåêóùåãî ñî-ñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Òàêèå óïðàâëåíèÿ âåñüìà íåîáõîäèìû, îäíàêî èõ ñëîæíî âû÷èñëÿòü. Íèæåïðèâîäèòñÿ êëàññ îãðàíè÷åííûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé (òàê íàçûâàåìûõ ¾áûñòðûõ âîç-äåéñòâèé¿), ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷è ñèíòåçà öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõñ ãåîìåòðè÷åñêèìè (¾ìãíîâåííûìè¿) îãðàíè÷åíèÿìè íà âîçìóùåíèÿ ïóò¼ì ñâåäåíèÿ ê áîëååïðîñòûì ïðîãðàììíûì çàäà÷àì. Îí ïîñòðîåí ïóò¼ì àïïðîêñèìàöèè èìïóëüñíûõ óïðàâëåíèé,äîïóñêàþùèõ âûñøèå ïðîèçâîäíûå äåëüòà-�óíêöèé.1 Çàäà÷à�àññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ óïðàâëåíèåì u è íåîïðåäåë¼ííûì âîçìóùåíèåì (¾ïîìå-õîé¿) v âèäà

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + C(t)v(t), t ∈ [t0, t1], (1)è ñ ðàçìåðíîñòÿìè x ∈ R
n , u ∈ R

m , v ∈ R
k , m,k ≤ n . Èíòåðâàë âðåìåíè [t0, t1] çàäàíçàðàíåå. Ìàòðè÷íûå �óíêöèè A(t) ∈ R

n×n , B(t) ∈ R
n×m , C(t) ∈ R

n×k èçâåñòíû è îáëàäàþòäîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ äëÿ ïîñëåäóþùèõ ïîñòðîåíèé.Ïîìåõà v(t) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèþ
v(t) ∈ Q(t), t ∈ [t0, t1],ãäå Q(t) � ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â convRk � ìíîæåñòâå âûïóêëûõ êîìïàê-òîâ èç R

k . Ôóíêöèÿ Q(t) � íåïðåðûâíàÿ â õàóñäîð�îâîé ìåòðèêå, çàäàâàåìàÿ, íàïðèìåð,íåðàâåíñòâàìè |vi(t)| ≤ νi , i = 1, . . . , k .Öåëüþ óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå ñèñòåìû íà äàííîå öåëåâîå ìíîæåñòâî M ∈
convRn â ìîìåíò âðåìåíè t1 , íåñìîòðÿ íà âîçìîæíûå äåéñòâèÿ ïîìåõè.Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ êëàññîâ óïðàâëåíèé. Çäåñü èçâåñòíî [7, 8℄, ÷òî åñëè B(t) ≡ C(t) èóïðàâëåíèå u(t) � �óíêöèÿ òîãî æå êëàññà ÷òî è v(t) , îãðàíè÷åííàÿ óñëîâèåì u(t) ∈ P(t) , ñîäíîòèïíûì îãðàíè÷åíèåì P(t) = α(t)Q(t) , |α(t)| > 1 , òî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìèíèìàêñèìèçàöèè(íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåìîé íà ìèíèìàêñ ïî u , v îòêëîíåíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò ïðîöåññà îòçàäàííîãî öåëåâîãî ìíîæåñòâà M ∈ convRn ), ïîëó÷åííûõ â êëàññå ïðîãðàììíûõ è â êëàññåñèíòåçèðîâàííûõ óïðàâëåíèé, ñîâïàäàþò. Èíàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â îòñóòñòâèè óïîìÿíóòîãîóñëîâèÿ ¾îäíîòèïíîñòè¿ îãðàíè÷åíèé. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà íàìíîãî ñëîæíåå, ÷åìïðîãðàììíîé, è òðåáóåò ñåðü¼çíîé äîïîëíèòåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè.0�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 09-01-00589-à), ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè íà 2009�2013 ãîäû¿ (êîíòðàêò � 16.740.11.0426 îò 26 íîÿáðÿ 2010ãîäà) è ãðàíòà ÌÊ-1111.2011.1. 1



Çàäà÷à 1. Óêàçàòü êëàññ óïðàâëåíèé, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà ê ïðî-ãðàììíûì êîíñòðóêöèÿì.Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëîæåí èíîé êëàññ óïðàâëåíèé, îáåñïå÷èâàþùèé ý��åêò àíàëîãè÷-íûé ñâîéñòâó îäíîòèïíîñòè äëÿ áîëåå øèðîêîãî êðóãà ñèñòåì, ÷åì â çàäà÷àõ ñ îäíîòèïíûìèãåîìåòðè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ è âîçìóùåíèÿ. Ýòî êëàññ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ�óíêöèé ñ ïåðåìåííûìè àìïëèòóäàìè, ïîðîæä¼ííûé àïïðîêñèìàöèÿìè ¾èäåàëüíûõ óïðàâëå-íèé¿ � ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé äåëüòà-�óíêöèé è èõ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ. Îí ïîäðîáíî îïèñàíäàëåå. Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî êëàññà óïðàâëåíèé òàêæå ïîçâîëÿåò ñâîäèòü íàõîæäåíèå ðåøåíèÿçàäà÷è ñèíòåçà ê áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé.2 Îáîáù¼ííûå óïðàâëåíèÿÏóñòü â êà÷åñòâå êà÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ íà âõîä ñèñòåìû ïîäàþòñÿ îáîáù¼ííûå�óíêöèè (ðàñïðåäåëåíèÿ) ïîðÿäêà s . Èçâåñòíî [5, 1℄, ÷òî ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíûâ âèäå ñóììû îáîáù¼ííûõ ïðîèçâîäíûõ âûñøèõ ïîðÿäêîâ îò �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè:
u(t) =

s
∑

j=0

dj+1Uj(t)

dtj+1
, Uj(·) ∈ BV ([t0, t1];R

m). (2)Â ÷àñòíîñòè, îïòèìàëüíûå îáîáù¼ííûå óïðàâëåíèÿ â çàäà÷å î ïåðåâîäå ëèíåéíîé ñèñòåìû âçàäàííîå ñîñòîÿíèå ïðè îòñóòñòâèè ïîìåõè, êàê ïîêàçàíî â [9℄, èìåþò âèä
u(t) =

n
∑

i=1

s
∑

j=0

hi,jδ
(j)(t− τj), (3)ãäå δ(t) = χ′(t) � äåëüòà �óíêöèÿ, îáîáù¼ííàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Õåâèñàéäà χ(t) ∈

BV [t0, t1] ; âåêòîðû hi,j ∈ R
m îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå è àìïëèòóäó îáîáù¼ííûõ èìïóëüñîâ,

τi � ìîìåíòû ïðèëîæåíèÿ ýòèõ èìïóëüñîâ.Ïðè ïîäñòàíîâêå óïðàâëåíèÿ âèäà (2) â èñõîäíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) ïîëó÷à-åì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñ èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì (ñì. [9℄):
dx(t) = A(t)x(t)dx(t) + B(t)dU(t) + C(t)v(t)dt, t ∈ [t0, t1], (4)ãäå B(t) =

[

L0(t) · · · Ls(t)
] , U(t) =

[

U0(t) · · · Us(t)
]

∈ BV ([t0, t1];R
m(s+1)) � èìïóëüñ-íîå óïðàâëåíèå, öåëü óïðàâëåíèÿ � x(t1 + 0) ∈ M , ìàòðè÷íûå �óíêöèè Lj(t) íàõîäÿòñÿ èçðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé

L0(t) = B(t), Lj(t) = A(t)Lj−1(t)−
dLj−1(t)

dt
, j = 1, s. (5)Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå èìïóëüñîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìîæåò óâåëè÷èâàòü âîçìîæíîñòèóïðàâëåíèÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî RangeB(t) ⊇ RangeB(t) (çäåñü è äàëåå Range îáîçíà÷àåòëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòîëáöîâ ìàòðèöû).Ïðåäïîëîæåíèå 1. Íàéä¼òñÿ s 6 n − 1 , ïðè êîòîðîì RangeB(t) ⊇ RangeC(t) äëÿ âñåõ

t ∈ [t0, t1] .Ïðåäïîëîæåíèå âûïîëíåíî, åñëè A(t) ≡ A , B(t) ≡ B , è [A,B] � óïðàâëÿåìàÿ ïàðà. Âýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå s ñîâïàäàåò ñ èíäåêñîì óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû.Çàìåíèì ¾èäåàëüíîå¿ èìïóëüñíûå óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå (4) �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìûìè îãðà-íè÷åííûìè �óíêöèÿìè, äëÿ ÷åãî íàëîæèì íà óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u(t) = dU/dt ãåîìåò-ðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå
u(t) ∈ P(t).2



Òîãäà ñèñòåìà (4) ïðèìåò âèä
ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + C(t)v(t), t ∈ [t0, t1]. (6)Çäåñü u(t) =

[

u0(t) · · · us(t)
]

∈ R
m(s+1) , öåëü óïðàâëåíèÿ ñíîâà x(t1) ∈ M .Èçâåñòíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ¾ïîëíîãî âûìåòàíèÿ¿1

(B(t)P(t) −̇C(t)Q(t)) +C(t)Q(t) = B(t)P(t) (7)ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçèðóþùåé ñòðàòåãèè [7, 8℄ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Ýòî óñëî-âèå ýêâèâàëåíòíî âûïóêëîñòè ðàçíîñòè îïîðíûõ �óíêöèé ìíîæåñòâ B(t)P(t) è C(t)Q(t) .Íàøåé öåëüþ áóäåò ñîãëàñîâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ïîìåõó è óïðàâëåíèå òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ-ëîñü óñëîâèå (7). Ïðè çàäàííîì ìíîæåñòâå Q(t) ê òàêîìó ñîãëàñîâàíèþ ìîæíî, â ÷àñòíîñòè,ïîäîéòè ñëåäóþùèìè äâóìÿ ïóòÿìè:1. Ïîäîáðàòü ñîîòâåòñòâóþùåå P(t) .2. Âûáðàòü íåêîòîðîå P(t) , òàê ÷òîáû B(t)P(t) −̇C(t)Q(t) 6= ∅ . Äàëåå ïîäîáðàòü ìíîæå-ñòâî Q̂(t) ⊇ Q(t) , ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïîëíîãî âûìåòàíèÿ.3 Âûáîð îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèå3.1 Îáùèé ñëó÷àéËåììà 1. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà N (t) ∈ convRangeB(t) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî P(t) ∈
convRm(s+1) , òàêîå ÷òî B(t)P(t) = N (t) .Ïðåäïîëîæåíèå 2. Ìàòðèöû A(t) , B(t) òàêîâû, ÷òî rankB(t) ≡ const è íîìåðà ñòîëáöîâ â
B(t) , îáðàçóþùèõ áàçèñ â RangeB(t) , ìîãóò áûòü âûáðàíû êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè �óíêöèÿìèîò t ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïåðåêëþ÷åíèé.Ëåììà 2. Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèÿ �óíêöèÿ P(t) ìîæåò áûòü âûáðàíà êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé, ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ïî âêëþ÷åíèþ.Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïîëíîãî âûìåòàíèÿ òîãäà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

N (t) = αC(t)Q(t) + N0(t), α > 1,ãäå N0(t) ∈ convRangeB(t) � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî âûáèðàòü â ñîîòâåòñòâèèñ îñîáåííîñòÿìè �èçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ñèñòåìû.3.2 Ñèñòåìà ñïåöèàëüíîãî âèäà�àññìîòðèì ñèñòåìó, ó êîòîðîé A(t) ≡ A , B(t) ≡ B , [A,B] � óïðàâëÿåìàÿ ïàðà. Ïàðàìåòðûïîìåõè Q(t) ≡ Q , C(t) ≡ C èìåþò îïèñàííûé íèæå âèä.Â ýòîì ñëó÷àå
B(t) ≡ B =

[

B AB · · · AsB
]

.Ïóñòü ïîìåõà v(t) =
[

v1(t) · · · vr(t)
] , ìàòðèöà C èìååò âèä

C =
[

k1A
j1B · · · krA

jrB
]

, 0 6 j1 < j2 < · · · < jr 6 s; ki ∈ R.Ïóñòü îãðàíè÷åíèå íà ïîìåõó Q çàäàíî â âèäå
‖v1(t)‖ 6 1, . . . , ‖vs(t)‖ 6 1.Òîãäà îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå ìîæíî çàäàâàòü â âèäå

‖u0(t)‖ 6 µ0, . . . , ‖us(t)‖ 6 µs,ïðè÷¼ì äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ïîëíîãî âûìåòàíèÿ äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
µj1 > k1, . . . , µjr > kr.1Ñèìâîë −̇ îçíà÷àåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ: A −̇B = {x | x+B ⊆ A} .3



3.3 Ïðèìåð�àññìîòðèì òð¼õçâåííóþ êîëåáàòåëüíóþ ñèñòåìó [4℄










mẅ1 = k(w2 − 2w1) +mv1(t),

mẅ2 = k(w3 − 2w2 + w1) +mv2(t),

mẅ3 = k(w2 −w3) +mu(t) +mv3(t),

(8)ñîñòîÿùóþ èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèí¼ííûõ ãðóçîâ ìàññû m è ïðóæèí æ¼ñòêîñòè k . Ïåðå-ìåííûå wj îïèñûâàþò ñìåùåíèå ãðóçîâ îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Óïðàâëåíèå u èïîìåõè vj èìåþò ñìûñë óñêîðåíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîìåõè óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì
|vj(t)| 6 νj , j = 1, 3 .Óñëîâèå ¾ïîëíîãî âûìåòàíèÿ¿ äëÿ ñèñòåìû (8) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. óïðàâëåíèå u âõîäèòòîëüêî â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, òîãäà êàê ïîìåõà ïðèñóòñòâóåò â êàæäîì óðàâíåíèè.Çàïèøåì ñèñòåìó (8) â íîðìàëüíîé �îðìå (îáîçíà÷èâ ω = k/m ):























ẋj = x3+j , j = 1, 3;

ẋ4 = ω(x2 − 2x1) + v1(t),

ẋ5 = ω(x3 − 2x2 + x1) + v2(t),

ẋ6 = ω(x2 − x3) + u(t) + v3(t).

(9)Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ óñëîâèÿ RangeB(t) ⊇ RangeC(t) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëå-íèÿ ïîðÿäêà íå íèæå s > 4 . Äëÿ âû÷èñëåíèé â ïðèìåðå âûáåðåì s = 5 . Ìàòðèöà B(t) ðàâíàòîãäà
B =

















0 0 0 0 0 ω2

0 0 0 ω 0 −3ω2

0 1 0 −ω 0 2ω2

0 0 0 0 ω2 0
0 0 ω 0 −3ω2 0
1 0 −ω 0 2ω2 0

















.Ñèñòåìà ñ òàêîé ìàòðèöåé íå ïîäõîäèò ïîä ñëó÷àé, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å.Ñäåëàåì çàìåíó êîîðäèíàò â óïðàâëåíèè:
û1 = u1 − ωu3 + 2ω2u5, û3 = ωu3 − 3ω2u5, û3 = ω2u5,

û2 = u2 − ωu4 + 2ω2u6, û4 = ωu4 − 3ω2u6, û6 = ω2u6.Òîãäà
B̂ =

















0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0

















, C =

















0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0
1 0 0

















,ñèñòåìà (9) ïðèíèìàåò âèä










ẋ1 = x4 + û6(t), ẋ4 = ω(x2 − 2x1) + +û5(t) + v1(t),

ẋ2 = x5 + û4(t), ẋ5 = ω(x3 − 2x2 + x1) + û3(t) + v2(t),

ẋ3 = x6 + û2(t), ẋ6 = ω(x2 − x3) + û1(t) + v3(t).Îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ òåïåðü âûáåðåì â âèäå
|û1(t)| 6 α3ν3, |û3(t)| 6 α2ν2, |û5(t)| 6 α1ν1, αj > 1.Óïðàâëåíèÿ û2(t) , û4(t) , û6(t) ìîæíî îãðàíè÷èòü ïðîèçâîëüíûì âûïóêëûì ìíîæåñòâîì. Â÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü û2(t) = û4(t) = û6(t) = 0 , ÷òîáû ñîõðàíèòü �èçè÷åñêèé ñìûñë(óïðàâëåíèå íåïîñðåäñòâåííî âëèÿåò òîëüêî íà ñêîðîñòè, íî íå íà ñìåùåíèÿ ãðóçîâ).4



4 Âûáîð îãðàíè÷åíèÿ íà ïîìåõóÏóñòü âûáðàíî ìíîæåñòâî P(t) , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì:1. B(t)P(t) −̇C(t)Q(t) 6= ∅ ;2. B(t)P(t) � ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî [10, ñòð. 324℄ â ïðîñòðàíñòâå RangeB(t) .Íàïîìíèì, ÷òî X ∈ convRn � ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíî-æåñòâà Y ⊆ R
n , äëÿ êîòîðîãî X −̇Y 6= ∅ , íàéä¼òñÿ ìíîæåñòâî Z ∈ convRn òàêîå, ÷òî

X −̇Y + Z = X . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå X −̇Z + Z = X , ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ìíî-æåñòâ X è Z âûïîëíåíî óñëîâèå ¾ïîëíîãî âûìåòàíèÿ¿.Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ìîæåì çàìåíèòü ìíîæåñòâî Q(t) íà Q̂(t) ⊇ Q(t) , òàê ÷òî âû-ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7).Óêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî âûáðàòü ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî äëÿ îãðàíè÷åíèÿ íàóïðàâëåíèå.Ïðè n = 2 ëþáîå âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî áóäåò ïîðîæäàþùèì [10, òåîð. 4.2.6℄.Ïðè n > 3 , ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 1. Âûáåðåì â B(t) áàçèñíûå ñòîëáöû. Ïóñòüýòî ïåðâûå q ñòîëáöîâ (èíà÷å ïåðåíóìåðóåì èõ). Òîãäà B(t) =
[

B1(t) B2(t)
] , ãäå B1(t) ∈

R
n×q � ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà. Ñîîòâåòñòâåííî u(t) =

[

u1(t) u2(t)
] , u1(t) ∈ R

q . Íàëîæèìíà óïðàâëåíèå u(t) îãðàíè÷åíèå ñëåäóþùåãî âèäà:1. îãðàíè÷åíèå íà u1 îäíîãî èç äâóõ òèïîâ:(a) |(u1)j | 6 µj ;(b) ‖u1‖ 6 µ .2. u2 = 0 (âðåìåííî).Òîãäà ñîãëàñíî [10, òåîð. 4.2.3, 4.2.4, 4.2.7℄ ìíîæåñòâî B(t)P(t) áóäåò ïîðîæäàþùèì. ×èñëà
µj (ëèáî ÷èñëî µ ) íåîáõîäèìî âûáðàòü òàê, ÷òîáû B(t)P(t) −̇C(t)Q(t) 6= ∅ .Ïîñëå òîãî, êàê âûáðàíî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñøèðåííîå ìíîæåñòâî Q̂(t) , ìîæíî óáðàòüíóëåâîå îãðàíè÷åíèå íà u2(t) , îñòàâèâ ïðîèçâîëüíîå îãðàíè÷åíèå u2(t) ∈ P2(t) .5 Âèä óïðàâëåíèé â èñõîäíîé ñèñòåìåÎïèñàííûé ïîäõîä ïîçâîëèò ïîëó÷èòü óïðàâëåíèå â âèäå ñèíòåçà äëÿ ñèñòåìû (6) è çàòåìïðè íåêîòîðîé ðåàëèçîâàâøåéñÿ ïîìåõå v(t) âû÷èñëèòü óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u(t) . Äàëååíåîáõîäèìî óêàçàòü, ÷åìó ñîîòâåòñòâóåò ýòî óïðàâëåíèå â èñõîäíîé ñèñòåìå (1).Íåïîñðåäñòâåííî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (2) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïîñêîëüêóäè��åðåíöèðóåìîñòü (è äàæå íåïðåðûâíîñòü) �óíêöèè u(t) íå ãàðàíòèðóåòñÿ. Äëÿ ðåøåíèÿýòîé ïðîáëåìû ïðåäëàãàåòñÿ àïïðîêñèìèðîâàòü îáîáù¼ííûå óïðàâëåíèÿ îãðàíè÷åííûìè �óíê-öèÿìè ïî îäíîé èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñõåì.1. Çàìåíèòü â (3) ïðîèçâîäíûå äåëüòà-�óíêöèè èõ àïïðîêñèìàöèÿìè â êëàññå îáû÷íûõ�óíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì ñèñòåìó, îòëè÷íóþ îò (6), äëÿ êîòîðîé íàäî áóäåò ïðè-ìåíèòü îïèñàííóþ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ òåîðèþ.2. �åøèòü çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (6), ïîñëå ÷åãî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëó÷åííîå óïðàâëåíèå

u(t) äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè �óíêöèÿìè äëÿ ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû (2).
5



5.1 Ïåðâàÿ ñõåìàÑëåäóÿ [6, 11℄, çàìåíèì â �îðìóëå (3) ïðîèçâîäíûå äåëüòà-�óíêöèè èõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìèàïïðîêñèìàöèÿìè:
u(t) =

n
∑

i=1

s
∑

j=0

hi,j∆
(j)
h (t− τj), (10)ãäå

∆
(0)
h (t) = h−1

1[0,h](t), ∆
(j)
h (t) = h−1

(

∆
(j−1)
h (t)−∆

(j−1)
h (t− h)

)

, j = 1, . . . , s. (11)Îòìåòèì íåîáõîäèìûå íàì ñâîéñòâà óêàçàííûõ àïïðîêñèìàöèé.1. Ñëàáûì ïðåäåëîì ∆
(j)
h (t) â ïðîñòðàíñòâå îáîáù¼ííûõ �óíêöèé ïîðÿäêà j ïðè h → 0ÿâëÿåòñÿ δ(j)(t) .2. Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (5) ñëåäóåò ÿâíûé âèä ýòèõ �óíêöèé:

∆
(j)
h (t) = h−(j+1)

j
∑

i=0

(−1)iCi
j1[ih,(i+1)h](t).Çàïèøåì �îðìóëó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (6):

x(ϑ) = X(ϑ, t0)x0 +

s
∑

j=0

∫ ϑ

t0

X(ϑ, t)Lj(t)uj(t)dt+

∫ ϑ

t0

X(ϑ, t)C(t)v(t)dt. (12)Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèè Lj(t) èç (5) îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
Lj(t) = (−1)jX(t, t0)[X(t0, t)B(t)](j).Ïðåäñòàâèì â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè ïðîèçâîäíóþ êàê ñâ¼ðòêó ñ ïðîèçâîäíîé äåëüòà-�óíêöèè:

Lj(t) = X(t, t0)

∫

R

X(t0, τ)B(τ)δ(j)(τ − t)dτ,ïîñëå ÷åãî ïåðåéä¼ì ê àïïðîêñèìàöèÿì (11):
M

(j)
h (t) =

∫ t+(j+1)h

t

X(t, τ)B(τ)∆
(j)
h (τ − t)dτ. (13)Òåîðåìà 1. Ìàòðè÷íûå �óíêöèè M

(j)
h (t) óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:

M
(j)
h (t) = h−1(M

(j−1)
h (t)−X(t, t+ h)M

(j−1)
h (t+ h)), M

(0)
h (t) = h−1

∫ t+h

t

X(t, τ)B(τ)dτ.Â ÷àñòíîñòè, ïðè A(t) ≡ A , B(t) ≡ B

M
(j)
h = h−j(I − e−Ah)jM

(0)
h , M

(0)
h = h−1

[
∫ h

0
eAtdt

]

B.Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ A(t) íåïðåðûâíà, à B(t) ÿâëÿåòñÿ s+ 1 ðàç íåïðå-ðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé. Òîãäà �óíêöèè M
(j)
h (t) ïðè h → 0 ñõîäÿòñÿ ê Lj(t) ðàâíîìåðíî íà

[t0, t1] , j = 0, . . . , s .Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì êî âñåì ýëåìåíòàì ìàò-ðèöû M
(j)
h (t) ñëåäóþùåé ëåììû. 6



Ëåììà 3. Ïóñòü �óíêöèÿ f(t) ÿâëÿåòñÿ j + 1 ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìîé. Òîãäàèìååò ìåñòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
∫ t+(j+1)h

t

f(τ)∆
(j)
h (τ − t)dτ ⇉ (−1)jf (j)(t).Äîêàçàòåëüñòâî. �àçîáü¼ì ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà îòðåçêè [ih, (i+1)h] è ñäåëàåì íàêàæäîì èç íèõ çàìåíó τ ′ = τ − ih :

I(h) =

∫ t+(j+1)h

t

f(τ)∆
(j)
h (τ − t)dτ =

∫ t+h

t

f(τ + ih)∆
(j)
h (τ + ih− t)dτ =

= h−1(−1)j
∫ t+h

t

j
∑

i=0

(−1)i+jh−jCi
jf(τ + ih)dτ.Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé j -é ïðîèçâîäíîé,ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàâíîé f (j)(t)+O(h)g1(t) , ãäå g1(t) � îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿîò t . Òàêèì îáðàçîì I(h) = (−1)jf (j)(t)+O(h)g2(t) , ãäå g2(t) � òàêæå îãðàíè÷åííàÿ �óíêöèÿ.Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ Mh(t) =

(

M
(0)
h (t) · · · M

(s)
h (t)

) ïðè
h → 0 ñõîäèòñÿ ê B(t) ðàâíîìåðíî íà [t0, t1] .Ñëåäñòâèå 2. Åñëè rankB(t) ≡ n , òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h > 0 èìååì òàêæå
rankMh(t) ≡ n .Çàìåíèì â (12) �óíêöèè Lj(t) íà M

(j)
h (t) :

xh(ϑ) = X(ϑ, t0)x0 +
s

∑

j=0

∫ ϑ

t0

X(ϑ, t)M
(j)
h (t)uj(t)dt+

∫ ϑ

t0

X(ϑ, t)C(t)v(t)dt. (14)Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé Êîøè äëÿ ñèñòåìû
ẋh(t) = A(t)xh(t) + Mh(t)u(t) + C(t)v(t), t ∈ [t0, t1]. (15)Òåîðåìà 3. Òðàåêòîðèè xh(t) ñèñòåìû (15) ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê òðàåêòîðèè x(t) ñèñòå-ìû (6) ïðè h → 0 íà îòðåçêå [t0, t1] .Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è �îðìóëû (14).Ñ÷èòàåì, ÷òî uj(t) = 0 ïðè t < t0 . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (14) âûðàæåíèÿ äëÿ M

(j)
h (t) èèçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì

xh(ϑ) = X(ϑ, t0)x0 +

s
∑

j=0

∫ ϑ+(j+1)h

t0

X(ϑ, t)B(t)

∫ t∧ϑ

t0

∆
(j)
h (t− τ)uj(τ)dτdt+

∫ ϑ

t0

X(ϑ, t)C(t)v(t)dt.Îòñþäà ñëåäóåòÒåîðåìà 4. Ïóñòü u(t) ≡ 0 , v(t) ≡ 0 ïðè t ∈ (ϑ, ϑ + (s + 1)h] . Òîãäà xh(ϑ + (s + 1)h) =
x(ϑ+ (s+ 1)h) , ãäå x(t) � òðàåêòîðèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1) ïðè óïðàâëåíèè

uh(t) =

s
∑

j=0

∫ t

t0

∆
(j)
h (t− τ)uj(τ)dτ. (16)Îòìåòèì, ÷òî uh(t) çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé u(τ) ïðè τ 6 t , ò.å. ìîæåò áûòü âû÷èñëåíîïî èìåþùåéñÿ ê ìîìåíòó t èí�îðìàöèè.Äîêàçàííûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò óêàçàòü ñõåìó íàõîæäåíèÿ óïðàâëÿþùèõ âõîäîâ äëÿ èñ-õîäíîé ñèñòåìû: 7



1. Çà�èêñèðîâàòü h > 0 è ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ñèñòåìû (15).2. Ïðèìåíèòü òåîðèþ âûáîðà îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå è/èëè íà ïîìåõó, ñ B(t) íà
Mh(t) . (Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2, åñëè RangeB(t) = R

n , òî RangeMh(t) = RangeB(t) .)3. Äëÿ ñèñòåìû (15) ñ âûáðàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïîñòðîèòü ñèíòåç óïðàâëåíèé U (t, x) .4. Îïðåäåëèòü ðåàëèçîâàâøóþñÿ òðàåêòîðèþ óïðàâëåíèÿ u(t) .5. Ïî �îðìóëå (16) íàéòè óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1). (Ó÷èòûâàÿ,÷òî óïðàâëåíèå uh(t) çàâèñèò òîëüêî îò ïðîøëûõ çíà÷åíèé u(t) , îíî ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿïî õîäó ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ.)5.2 Âòîðàÿ ñõåìàÊðàòêî îïèøåì âòîðóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.Ïóñòü u(t) =
[

u0(t) · · · us(t)
] � ðåàëèçîâàâøååñÿ óïðàâëåíèå äëÿ ñèñòåìû (6). Àïïðîêñèìè-ðóåì åãî êîìïîíåíòû ãëàäêèìè �óíêöèÿìè:

û(t) =
[

û0(t) · · · ûs(t)
]

,

ûj(t) = h−1

∫ t1

t0

Kj((t− τ)/h)uj(τ)dτ.Ê ÿäðàì ñâ¼ðòêè Kj(t) ïðåäúÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ: Kj(t) = 0 ïðè t < 0 ;
Kj(t) > 0 ïðè t > 0 ; Kj(t) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìî j ðàç; óñëîâèå íîðìèðîâêè:
∫

∞

0 Kj(t)dt = 1 .Â êà÷åñòâå Kj(t) ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ñòåïåííûå �óíêöèè:
Kj(t) = Cj(t(1 − t))j+1, Cj =

(2j + 3)!

((j + 1)!)2
.Óïðàâëåíèå û(t) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó óïðàâëÿþùåìó âîçäåéñòâèþ äëÿ èñõîäíîé ñè-ñòåìû (1):

û(t) =
s

∑

j=0

û
(j)
j (t) =

s
∑

j=0

h−(j+1)

∫ t1

t0

K
(j)
j ((t− τ)/h)uj(τ)dτ.Ïîëó÷åííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.1. ûj(t) → uj(t) ïî÷òè âñþäó ïðè h → 0 ;2. Òðàåêòîðèè x̂(t) ñèñòåìû (1) ïðè óïðàâëåíèè û(t) ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû(6) ïðè óïðàâëåíèè û(t) . Ïîñëåäíèå ïîòî÷å÷íî ñõîäÿòñÿ ê òðàåêòîðèÿì x(t) ñèñòåìû (6)ïðè óïðàâëåíèè u(t) .3. û(t) çàâèñèò òîëüêî îò çíà÷åíèé u(τ) ïðè τ 6 t , ò.å. ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî èìåþ-ùåéñÿ ê ìîìåíòó t èí�îðìàöèè.5.3 Ïðèìåð�àññìîòðèì ñèñòåìó

{

ẋ1(t) = x2(t) + v1(t),

ẋ2(t) = u(t) + v2(t),ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïîìåõó |v1| 6 µ1 , |v2| 6 µ2 .Äëÿ ýòîé ñèñòåìû
B(t) =

[

0 1
1 0

]

, Mh(t) =

[

h/2 1
1 0

]
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�èñ. 1: Óïðàâëåíèÿ uj(t) äëÿ ñèñòåìû (6)

−1 0 1 2 3 4 5 6 7
−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

t

u

 

 

uh(t)

−1 0 1 2 3 4 5 6 7
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

t

u

 

 

uh(t)

�èñ. 2: Óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1), ïîëó÷åííûå ïî ïåðâîé (ñëåâà) èâòîðîé ñõåìå (ñïðàâà)Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïåðâîé ñõåìû â óïðàâëåíèè ñäåëàåì ëèíåéíóþ çàìåíó â óïðàâëåíèè:
û1(t) = hu1(t)/2 + u2(t) , û2(t) = u1(t) , ïîëó÷èâ â êà÷åñòâå ñèñòåìû (15)

{

ẋh1(t) = xh2(t) + û1(t) + v1(t),

ẋh2(t) = û2(t) + v2(t).Â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèå ìîæíî âûáðàòü |û1| 6 ν1 , |û2| 6 ν2 , ãäå νj > µj .Ïðèìåíåíèå âòîðîé ñõåìû ñðàçó äà¼ò ñèñòåìó (6) âèäà
{

ẋ1(t) = x2(t) + u1(t) + v1(t),

ẋ2(t) = u2(t) + v2(t),â êîòîðîé îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëåíèÿ òàêæå ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå |u1| 6 ν1 , |u2| 6 ν2 ,ãäå νj > µj .Ïóñòü â ñèñòåìå (6) ðåàëèçîâàëîñü óïðàâëåíèå, ïðåäñòàâëåííîå íà ðèñ. 1. Òîãäà ðèñ. 2 ïî-êàçûâàåò óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (1), ïîëó÷åííûå ïî ïåðâîé è âòîðîé ñõåìàì.Çäåñü t0 = 0 , t1 = 5 , h = 0,5 .Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Àãðàíîâè÷ Ì. Ñ. Îáîáù¼ííûå �óíêöèè. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2008.9
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