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Настоящая работа посвящена синтезу управления для линейной системы при неопреде-
ленных возмущениях в условиях, когда управление стеснено одновременно геометрическим
и интегральным ограничениями, а помеха - лишь геометрическим. Аналогичная постановка
задачи исследовалась в работе [1], однако в ней предполагалось выполненным условие регу-
лярности игры, фактически означающее сводимость игровой задачи к задаче оптимального
управления. В данной работе рассматривается общий случай.

Управление при двойном ограничении в отсутствие неопределенности было предметом ра-
бот [2, 3]; в несколько другой постановке как задача об успокоении линейной системы при
требовании одновременно наименьшей амплитуды и наименьшего расхода энергии управле-
нием оно рассматривалось в работах [4-6]. Система с двойным ограничением может быть
интерпретирована как система с геометрическим ограничением при ограниченных фазовых
координатах [7-11].

Решение задачи достигается соединением модифицированных конструкций экстремального
прицеливания Н.Н. Красовского [12, 13] и альтернированного интеграла Л.С. Понтрягина [14-
20]: синтез управлений строится как стратегия, экстремальная к множеству разрешимости
задачи, которое в свою очередь является пределом интегральных сумм. В данной работе мы
используем терминологию работ [18, 21].

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается система

k(t) = - |Ml|(t)> * о < * < * 1 - (1-1)

Здесь x(t) € К" - вектор положения системы, k(t) € R1 - текущий резерв управления,
и G ШПи - управление, v G К"" - помеха.

Как управление, так и помеха стеснены геометрическими ограничениями

u 6 P ( ( ) , v€Q(t), «о < * < *1- (1-2)

Здесь V(t) и Q(t) - заранее заданные непрерывные многозначные отображения, принимаю-
щие непустые выпуклые компактные значения.

Кроме того, управление не может допускать отрицательных значений резерва, т.е. присут-
ствует фазовое ограничение

k{t)>0, to<t<ti. (1.3)

Предполагается, что матрица R(t) положительно определена в каждый момент времени. Тогда
резерв не может увеличиваться, а при любой активности управления он будет уменьшаться.
Относительно геометрического ограничения на управление будем предполагать, что 0 € V{t),
поскольку иначе может не существовать допустимых управлений.

Не умаляя общности, будем рассматривать систему (1.1) при A(t) = 0, C(t) = I, т.е.

+ v, k(t) = -\\и\\2

т, *о < * < *1- (1-4)
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Матрица A(t) исчезает после известного линейного преобразования, а матрица C(t) стано-
вится ненужной после замены множества Q(t) на C(t)Q(t). (Матрицу B(t) таким способом
убрать нельзя, так как управление входит во второе уравнение (1.4) без нее.)

Управления могут принадлежать следующим двум классам.
1. Программные управления Ыоь ~ измеримые функции, почти всюду удовлетворяющие

геометрическому ограничению (1.2), а также обеспечивающие выполнение интегрального огра-
ничения Jt \\u(t)\\2

R,t-. dt < k(to), to < t < ti, эквивалентного фазовому ограничению (1.3).
Вообще говоря, этот класс зависит от начального резерва k(to) : чем больше это значение,
тем больше управлений входит в Ыоь = Mob(k(to)).

2. Позиционные стратегии Ысь - многозначные функции вида U(t, х, к): [to, i i ] x R " x E - >
—> convM", измеримые по t и непрерывные сверху по совокупности переменных (х,к). До-
полнительные условия U(t,x,k) С V(t), U(t,x,k) = {0} при к < 0 гарантируют выполнение
соответственно геометрического (1.2) и фазового (1.3) ограничений.

Выбор стратегий из класса Ысь обеспечивает существование решений дифференциального
включения*^ [21]

№ econv (1-5)

(Здесь и далее для упрощения нотации под записью Q(t) в пространстве Шп+1 подразумева-
ется множество {(ж, к) € R"+11 x e Q{t), k = 0}.)

Пусть задано непустое целевое множество М. С Шп, сечения**) которого обладают следу-
ющими свойствами:

1) монотонное неубывание: M(ki) С Mfa), если ki < fo;
2) М(к) = 0 при к < 0;
3) ЛЛ{к) непрерывно при тех к, где Л4(к) ф 0;
4) множества Ad(-) являются выпуклыми компактами.
Перечисленные условия означают, что множество М. является замкнутым и квазивыпук-

лым, полностью лежит в полупространстве {к > 0} и расширяется с ростом к. Класс ото-
бражений К —у convK", обладающих свойствами 1)-4), обозначим через ЯЯ. В некоторых
случаях вместо свойства 4) потребуется более сильное свойство

4') множество М является выпуклым.
Соответствующий класс отображений обозначим через Ш'.
Целью настоящей работы является решение следующей задачи.
Задача 1. Указать множество разрешимости W[<o] С R"+ 1, а также позиционную стра-

тегию управления Ы{Ь, х, к) € Ысь такие, что все решения дифференциального включения,
начинающиеся в точке (t,x(t),k(t)), to < t < ti, (x(t),k(t)) G W[£], в конечный момент
удовлетворяют включению x(t\) 6 A4(k(t\)).

Множество разрешимости зависит от целевого множества и конечного момента времени,
поэтому там, где эта зависимость является существенной, будет использоваться другое, более
полное обозначение W[t] = W(t;ti,Ai). Сечения множества разрешимости будем обозначать
как W[k,t] =W(k,t;tuM{-)).

*' Взятие выпуклой оболочки носит чисто технический характер и не влияет на возможности управления.
Как было отмечено в [21], требование выпуклости правой части дифференциального включения может быть
заменено на условие ее непрерывности, однако поскольку оптимальные позиционные стратегии являются лишь
полунепрерывными сверху, но не непрерывными, предпочтительнее взять овыпукление правой части, чем тре-
бовать непрерывности стратегий. Заметим, что для существования решения требуется лишь измеримость, а не
непрерывность многозначных отображений V(t) и Q(t).

**' Пусть в пространстве R™+1 переменных (х,к) задано множество N. Будем называть сечениями мно-
жества N значения многозначного отображения N(k) = {х 6 R"| (x,k) 6 N}- Очевидно, что само множе-
ство N однозначно восстанавливается по своим сечениям, поскольку является графиком отображения Л^(-):
N = {(х, к) € Rn+11 х € N(k)}. При этом имеют место следующие соотношения между свойствами множества
N и отображения N(-) : 1) из выпуклости N следует выпуклость сечений N(k); 2) в условиях локаль-
ной ограниченности и замкнутости множеств N(k) замкнутость N эквивалентна полунепрерывности сверху
отображения N(-)-
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§ 2. СВЕДЕНИЕ К ЗАДАЧЕ БЕЗ ФАЗОВОГО ОГРАНИЧЕНИЯ

Введем еще один класс стратегий, включающий в себя Ысь-
3. Позиционные стратегии без интегрального ограничения WCL - многозначные функции

U(t,x,k): [to,t\] х Шп х Ш —>• convR", измеримые по t и непрерывные сверху по совокупности
переменных (х, к), значения которых удовлетворяют вложению U(t,x,k) С V(t).

Задача 1' дословно повторяет задачу 1 с тем лишь различием, что управления берутся в
классе Ы'С1^, а соответствующее множество разрешимости обозначается через W'[£].

Теорема 2.1. Множества разрешимости с фазовым ограничением W[t] и без него W'[i]
совпадают.

Доказательство. Включение W[i] С W'[t) очевидно, поскольку класс стратегий WCL

шире, чем Ысь- Покажем, что на самом деле это включение является равенством.
Пусть (x(to),k(to)) £ W[£o]) a U'(t,x,k) - стратегия управления, гарантирующая вклю-

чение X'[h] С М. Здесь X'[t] - трубка решений дифференциального включения (1.5) при
управлении Ы'. Определим управление Ы € Ысь следующим образом:

fc-°' (2 1)

Пусть (х'(-), к'(-)) - решение дифференциального включения (1.5) для управления Ы'. Тогда
поскольку (x'(ti), k'(ti)) G Л4, то k(t\) > 0 и, следовательно, k(t) > 0, to < t < t\. Последнее
означает, что

(x'(t),k'(t)y e B(W(t,x'(t),k'(t))) + Q(t) = B(W(t,x'(t),k'(t))) + Q(t),

т.е. (х'(•), к'(•)) является также решением дифференциального включения (1.5) для управле-
ния Ы. Таким образом, Х'[-] С Х[-].

С другой стороны, пусть (х(-), к(-)) - решение включения (1.5) для управления Ы. Тогда
из (2.1) следует, что k(t) > 0, и аналогичным рассуждением получаем Х[] С Х'[-]. Это в свою
очередь означает, что X\t\\ С /А, а точка {x(to),k(to)) лежит во множестве разрешимости

£o]. Теорема доказана.
Доказанная теорема показывает, что для учета интегрального (фазового) ограничения до-

статочно переопределить нулем при отрицательном резерве стратегию из Ы'сь, а множества
разрешимости при интегральном ограничении и без него при надлежащем выборе целевого
множества совпадают. Это дает одно из возможных решений задачи 1.

Задача 1' рассматривает проблему синтеза для линейной системы с геометрическими огра-
ничениями на помеху и управления. Задачи такого типа изучены в работах [14-19], а для по-
строения множества разрешимости эффективно применяется аппарат эллипсоидального ис-
числения [22].

В данной постановке задачи более естественно искать управления, минимизирующие от-
клонение d(x(ti),M{k(ti))). Во-первых, множества М(к) являются выпуклыми, а во-вторых,
это позволяет не смешивать при вычислении расстояния переменные х и к, имеющие, как
правило, различные размерности. В общем случае указанное отклонение больше, чем рассто-
яние d((x(ti),k(ti)),A4), причем различие может быть весьма существенным.

Чтобы иметь возможность применить известные методы построения множества разреши-
мости (альтернированный интеграл, эволюционное уравнение, эллипсоидальная аппроксима-
ция), терминальное множество должно быть компактным, тогда как множество М. не огра-
ничено в направлении оси Ок. Чтобы обойти эту трудность, заменим исходное целевое мно-
жество на "усеченное":

мК = мп(шпх[о,к]), мк(к) =

Здесь значение К > 0 можно рассматривать как разумную верхнюю границу для значе-
ний переменной к. Это может быть, например, емкость топливных баков: нет смысла искать
решение задачи при всевозможных к, если резерв заведомо ограничен.
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Пусть И^-И - множество разрешимости в задаче 1' при целевом множестве Мк-
Лемма 2.1. Между множествами WK[-] и W[-] и их сечениями имеют место следую-

щие соотношения: 1) WK[t] С W[t\, 2) WK[k,t] = W[k,t] при k < К; 3) \JK>QWK[t] = W{t).
Доказательство. Первое соотношение следует из вложения Л4к Я -М- Второе получа-

ется исходя из того, что значение k(t) со временем может только уменьшаться, и поэтому
сечение W[A;,t] зависит только от тех сечений целевого множества Л4("у), у которых j < k.
Наконец, третье соотношение непосредственно вытекает из второго. Лемма доказана.

§ 3. АЛЬТЕРНИРОВАННЫЙ ИНТЕГРАЛ

3.1. Программные множества разрешимости. Назовем множеством разрешимости
максиминного типа W+{t\t\,M) совокупность векторов (х,к) G R n + 1 таких, что для любой
допустимой помехи v(-) существует допустимое программное управление и(-) £ Коь(к), при
котором x(t\) € M(k(ti)). Здесь (x(ti),k(ti)) - конец траектории, выпущенной из точки
x(t) = х, k(t) = к.

Аналогичным образом определим множество разрешимости минимаксного типа, обознача-
емое W~(t;t\,A4), как совокупность векторов, для которых существует допустимое управле-
ние, гарантирующее включение x(t\) € A4(A:(£i)) для любой допустимой помехи v(-).

Лемма 3.1. Сечения максиминного и минимаксного множеств достижимости могут
быть найдены по следующим формулам:

W+(k,t;tuM(-))= [ U M(j)-XGI(t,tuk-<y)\- f Q{r)dr,

- f Q(r)dr) -
t

Здесь через XQI обозначено множество достижимости из начала координат при двойном
ограничении, изученное в [2]:

(3.1)

W-(k,t;t1,M(-))= j j \(МЬ)- f Q(r)dr) -XGI(t,tuk-j)\. (3.2)

B(r)u(r)dr

ti

J\\u(r)\\2

R{T)dT<Ak, и(

Объединение в формулах (3.1), (3.2) можно брать по меньшему интервалу, а именно по
[0Vk-6,k], где

h

потому что при ДА; > 6 интегральное ограничение становится неактивным и множество
Xoi(t,ti,Ak) перестает расти, а множество Л4(-у) не становится большим.

Заметим, что в общем случае сечения (3.1), (3.2) не являются выпуклыми, так как объеди-
нение выпуклых множеств не обязательно будет выпуклым.

3.2. Интегральные суммы. Пусть последовательные моменты времени то,..., тт за-
дают произвольное разбиение отрезка [t, t{\, причем t = TQ, t\ = тт, o~i = TJ — TJ_I > 0.
Обозначим это разбиение через Т.

В конечный момент t\ положим W^[k,Tm] = И^[А;, тт] = АЛ{к), а в каждый из предыду-
щих моментов рекуррентно определим
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Множества, полученные на последнем шаге:

W+[k, го] =1$(к, t;h,M(-)) =Z£[M], Wf [fc, то] =

называются верхней и нижней интегральными суммами.
Как уже отмечалось, программные множества разрешимости и, следовательно, интеграль-

ные суммы не обязательно являются выпуклыми, поэтому нам потребуется следующее
Предположение 3.1. Для любого разбиения Т отображения Z^[-,i] и Х^[-,£] принад-

лежат классу 971.
При выполнении предположения 3.1 интегральные суммы могут рассматриваться как

отображения 971 —> 971, что далее позволит сформулировать полугрупповое свойство для верх-
него и нижнего альтернированных интегралов и множества разрешимости. Если же множество
М. является выпуклым, т.е. принадлежит классу 971', то предположение 3.1 выполнено авто-
матически, а интегральные суммы также принадлежат классу 971'.

Пусть для некоторого значения к существует хаусдорфов предел верхних интегральных
сумм lim h(l^[k,t],I+[k,i\) = 0, не зависящий от выбора последовательности разбие-

diamT—>0

ний. Тогда множество Z+[fc,£] = I+(k,t;t\,M.(-)) будем называть верхним альтернированным
интегралом (для данного значения к). Аналогичным образом определяется нижний альтер-
нированный интеграл Z~[fc,£] = I~(k,t;ti,M(-)) как предел нижних интегральных сумм.

Лемма 3.2. 1) Справедливо вложение I~[k,t] С VV[A;,t] С l+[k,t], to < t < t\, к > 0;
2) множество отображений вида -М(-) —> I+(-,t, т, М.(-)) обладает полугрупповым свой-
ством: l+(k,t;ti,M(-)) = I+(k,t;T,l+(-,T;ti,M(-))), t0 < t < t\, к > 0. To же самое
верно и для нижнего альтернированного интеграла.

Если верхний и нижний интегралы совпадают, то множество 1[к, t) — Z+[/c,t] = Z~[/c,£]
называется альтернированным интегралом. Очевидно, что в этом случае W[A;,£] =I[k,t].

3.3. Случай выпуклого целевого множества. Пусть целевое множество М. являет-
ся выпуклым. Тогда максиминное и минимаксное множества разрешимости также являются
выпуклыми и могут быть найдены по следующим формулам [15, 18]:

h ti

W+(t,ty,MK)= [Мк - IB(T,V(T))CITJ - J Q(r)dT,
t t

W-(t,h;MK) = (Мк- IQ(r)drj - I B(T,V(r))dr.
t t

Для доказательства сходимости интегральных сумм, как обычно, требуется принять до-
полнительные предположения.

Предположение 3.2. Существуют непрерывные положительные функции x(t) и r(t),
*о ^ t 5; *i) такие, что £ £ [ X ( T J ) , Т{] Э Br(Ti) для любого разбиения Т = {то,..., т ш } и i = 0, т.

Предположение 3.3. Существуют непрерывные положительные функции x(t) и r(t),
to ^ t < *i> и число е > 0 такие, что I^[x(Ti), Ti] D Вг(т.) для всех разбиений Т = {то,..., т т }
диаметра, не больше е, i = 0, m.

Выберем К > max{x(t) + r(t)\ to < t < ti}, тогда для интегральных сумм Ij-[t] =
= Tj{t,t\;M.K) и i p ( i , t i \ M . x ) следуют соответствующие предположения о непустоте вну-
тренности [19], гарантирующие совпадение верхнего и нижнего альтернированных интегралов.
Это позволяет сформулировать следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть М(-) G 971' и k£{t) = inf{fc| VT l£{k,t;ti,M(-)) ф 0}, fc^(t) =
= inf{fc| 3T l^(k,t;tuM(-)) ФЩ. Тогда

1) при выполнении предположения 3.2 для всех k > k£(t) существует верхний альтер-
нированный интеграл;

2) при выполнении предположения 3.3 для всех к > fc^(t) существует нижний альтер-
нированный интеграл;
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3) при выполнении обоих предположений к^{Ь) = к^(г) = ko(t) и
a) при к > ko(t) верхний и нижний альтернированный интегралы совпадают между

собой и со множеством разрешимости: Х+[к, t] = X~[A;,t] = W[A;,i], к > ko(t), to < t < t\,
b) при к < ko(t) верхний и нижний интегралы пусты,
c) при к = ko(t) имеет место вложение l~[ko(t),t] С l+[ko(t),t], to < t < t\;
4) верхний альтернированный интеграл совпадает со множеством разрешимости:

] = W[k,t], к>0, *о < * < *1-
Доказательство. Как уже отмечалось выше, из предположений 3.2 и 3.3 следуют со-

ответствующие предположения о непустоте интегральных сумм Xj-Щ и l^[t] для задачи с
геометрическими ограничениями. Следовательно [19], существуют их хаусдорфовы пределы
i+[t] и i-[t].

При измельчении разбиения Т верхние интегральные суммы убывают, а нижние возра-
стают по вложению, так что можно применить леммы А.1 и А.2 (см. ниже § А) о переходе
к пределу для сечений, из которых следует, что существуют пределы Zj[k,t] —> l+[k,t] и

Zf[M]-»Z-[M], причем 1) %+[k,t] =l+[k,t], k>k£{t); 2) I~[k,t] = I~[k,t], k>ko(t);
3) 1~[ко^),{\ D l~[ko~(t),t]. Это доказывает первые два утверждения. Остальные следуют из

того, что при сделанных предположениях I+[t] = i~[t] = W[t]. Теорема доказана.

§ 4. СИНТЕЗ УПРАВЛЕНИЙ

4.1. Функция цены и уравнение Гамильтона-Якоби-Айзекса-Беллмана. Потре-
буем от управления, чтобы оно минимизировало расстояние до сечения целевого множества в
конечный момент времени. Этой задаче соответствует функция цены

V(t,x,k)= inf sup d(x(ti),M(k(ti))), (4.1)

где z(t) = (x(t),k(t)), Zu(-) - ансамбль решений дифференциального включения (1.5) при
управлении U. Очевидно, что множество разрешимости связано с функцией цены следующи-
ми соотношениями: W[k,t] = {х е Rn | V(t,x,к) < 0}, W[t] = {(х,к) 6 R n + 1 | V(t,x,к])< 0}.
Далее будет показано, что имеет место и обратный результат: функция цены не превосходит
расстояния до сечения множества разрешимости.

Функция цены (4.1) является минимаксным (вязкостным) решением уравнения Гамиль-
тона-Якоби-Беллмана-Айзекса [23]

с краевым условием

dV/dt + max (dV/дх, v)\k=0 = 0, t0 < t < h, i e f , (4.3)
v€Q(i)

и начальным условием

V(tux,k)=d{x,M(k)), k>0, xeRn. (4.4)

Краевое условие может быть выписано в явном виде

ti h

V(t,z,Q)= max d(x + Iv{r)dT,M{0) J < d(x,M(0) - f Q(r)dT ).
v(-y.v(T)eQ(T) \ J /V J J

t t

Поскольку краевое условие возникает здесь естественным образом, оно не делает систему (4.2)-
(4.4) переопределенной.
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Отметим, что в общем случае функция цены сразу же теряет гладкость при к = 0, t < t\,
поэтому рассмотрение в качестве начального условия d2{x,M(k)) не делает ее классиче-
ским решением уравнения (4.2). По этой причине выбрано именно указанное начальное усло-
вие (4.4), которое к тому же удобнее при построении вычислительных схем.

Очевидно, что справедлива
Теорема 4.1. Пусть М^к) = М(к) + В™, где В™ - шар радиуса ц в пространстве W1.

Тогда V(t,x,k) = inf{/i > 0| х eW{k,t;ti,M»{•))}.
В общем случае при переходе в пространство переменных (х, к) имеет место строгое вложе-

ние Мц С {М + В™+1) П {к > 0}. В качестве примера можно указать М(к) = {(х, к) G K.n+11
||ж|| < к}; тогда М^{0) = В™, (М + В™+1)(0) = В1^- . Указанное вложение показывает,

что рассматриваемая функция цены существенно отличается от функции цены с начальным
условием V(t\,x,к) = d((x,k),M).

Если функция цены известна, то оптимальный синтез может быть получен как минимиза-
тор в уравнении (4.2):

«•<«,«.*) = Argmin{(f ,

Поскольку dV/dk < 0, то функция, стоящая под минимумом, является выпуклой, поэтому
U*(t, х, к) - выпуклое множество. Кроме того, в силу непрерывности функции цены имеет ме-
сто полунепрерывность сверху отображения U*(t,x,k) попеременным х и к. Следовательно,
указанное управление гарантирует существование и продолжаемость решений дифференци-
ального включения (1.5).

4.2. Последовательный максимин и минимакс. Пусть Т = {то,... , т т } - разбиение
отрезка [t,ti]. Положим в конечный момент *i = тт У^(тт,х,к) = У^(тт,х, к) = d(x,M{k)),
а в предыдущих точках разбиения

У £ { к ) = max min

Vf{n-i,x,k)= min max
u[Ti_i,Ti]i;[Tj_i,Tj]

где (X(TJ),/C(TI)) - конец траектории, выпущенной из точки ( I ( T J _ I ) , A;(TJ_X)) = (x, к), макси-
мум берется по помехам, удовлетворяющим геометрическому ограничению, а минимум - по
управлениям из класса Ыоь(к)-

На последнем шаге получаем функции V^(t, x, к) = У^{то,х,к) и V^(t,x, к). Это функ-
ции цены в задаче программного управления с коррекцией в моменты т̂ , когда помеха на
очередном отрезке известна ( V+ ) или неизвестна (V~ ) управлению. Очевидно, что они удо-
влетворяют неравенству Vj^(t,х, к) < V(t,x, к) < V-f(t,x,k).

Функции, определенные поточечными пределами V+(t,x, к) = lim V-^it, x, к) =
diamT-Ю '

= supV^"(t,х, к), V~(t,x,k) = lim V^(t,x,k) = inf V^(t,x, к), будем называть после-
7" diamT—>0 T

довательным максимином и последовательным минимаксом соответственно. При имеющихся
предположениях последовательный максимин совпадает с последовательным минимаксом и
функцией цены [24]:

+ ,k) = V~(t,x,k). (4.5)

Теорема 4.2. Пусть существуют верхний и нижний альтернированные интегралы, тог-
да справедлива оценка

V(t,x,k) < d{x,l+[k,i\) < d(x,l-[k,i\) (4.6)

для тех значений к и t, где I+[k,t] ф 0.
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Доказательство. Покажем, что имеет место оценка для последовательного максимина

V+(t,x,k)<d(x,l+[k,t]), (4.7)

тогда из (4.5) и (4.7) будет следовать и (4.6). В свою очередь (4.7) следует из оценки

V+(t,x,k)<d(x,l+[k,t]), (4.8)

которую мы и будем далее доказывать по индукции. В самом деле, в конечный момент тт = t\
неравенство (4.8) выполняется в виде равенства. Пусть оно выполняется для момента т\; по-
кажем, что в момент Tj_i ОНО также верно:

V^{ri-l,x,k)= max min У^(п,х{ц), к(п)) = max min min
У [ П П ] и [ п 1 п ] v[nT] 0<7<fc u[T

Значение только увеличится, если брать минимум не по всем *у € [0,к], а лишь по тем, где
H^[fc,Ti] ф 0; наименьшее такое значение обозначим через 7о- При 7о < 7 < & м ы можем
воспользоваться оценкой (4.8), уже доказанной для момента TJ, поэтому имеем

-i,x,k) < max min min d[x+ / (В(т)и(т) +v(r))dT,W±h,
v[n-i,Ti] 7o<7<* и[п-1,п] \ J '

к ( )

<d(x, U (W+fr,Ti}-XGi(T^l,Ti,k->y))- Г Q(r)dr) =d(x,W+[k,ri-1]).
4 70<7<fc L '

Здесь мы воспользовались формулами mind(a; + р,М) = d(x,M — Р), maxd(x + q,M) <

< d(x, M — Q), min d(x, M(k)) = d(x, Ufc1<fc<fc2 М(к)). Теорема доказана.

4.3. Эволюционное уравнение. Назовем многозначное отображение (к, t) —> 2[к, t] сла-
бо инвариантным, если при to<t<t + a<ti имеет место вложение

t+a

2[к,t] С W+(k,t;t + a,Z(;t + a))= (j (Z[-y,t + a]- XGI(t,t + a,k--y))- f Q(T) dr. (4.9)

0<7<* {

Отметим, что свойство слабой инвариантности совпадает с понятием и -стабильности в теории
Н.Н. Красовского.

Множество разрешимости >V[A;,£] является слабо инвариантным, поскольку оно заведо-
мо содержится в программном максиминном множестве разрешимости. Легко видеть, что это
максимальная по включению слабо инвариантная система множеств, удовлетворяющая усло-
вию Z[k,ti] CM(k).

Заменяя в (4.9) интеграл от Q(T) на множество crQ(t) (с погрешностью порядка не бо-
лее О(ст2)) и переходя к пределу, получаем эволюционное уравнение для Z[k, t] в виде

, (J (Z[j,t + a]-XGI(t,t + a,k-'r))\ = 0. (4.10)

Уравнение (4.10) может быть упрощено, если учесть, что на малых промежутках времени
а множество достижимости при двойном ограничении XQ близко к пересечению множеств
достижимости при геометрическом и интегральном ограничениях. Для доказательства этого
факта примем дополнительные предположения:

1) пи = п, 0 6
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2) опорная функция р(£\ V(t)) и функция R(t) удовлетворяют условию Липшица.
В силу первого предположения можно без ограничения общности считать B(t) = I.
Теорема 4.3. Пусть выполнены указанные условия в момент времени t. Тогда

h{XGI{t,t + a,S), XG(t,t + а) П #/(*,« + о,*)) = О(ст2), (4.11)

где XQ и XI - множества достижимости при геометрическом и интегральном ограниче-
ниях*'* : XG(t,t + a) = //+<тГ(т)dr, Xt(ttt + a,S)= £(0,8//+<7R'1^)dr).

Доказательство. Для доказательства используется следующий факт о множестве дости-
жимости при двойном ограничении [2]: во-первых, XQI С XQDXI, а во-вторых, это вложение
становится равенством для автономных систем. Построим автономную систему, множество до-
стижимости которой XQI = XQ П XI является внутренней аппроксимацией XQI. ДЛЯ ЭТОГО

нам потребуются следующие леммы, доказываемые непосредственным вычислением.
Лемма 4.1. Пусть 0 € mtV(t), а опорная функция р(£\ V(t)) в точке t удовлетворяет

условию Липшица с константой Ср равномерно по £ £ В\. Пусть Va(t) = V{t)(l — or~lCp),
г = max{r| Br С V(t)}. Тогда при а < гСр имеют место вложение

V(T)DVa{t), t<r<t + a, (4.12)

и оценка

h( I V{r)dr,aVa{t)\ = O(a2). (4.13)

Лемма 4.2. Пусть матричная функция R(-) такова, что R(t) > О V* и в точке t
выполняется условие Липшица в форме ||К||д-1(() — ||^||д-1(т)1 ^ CR\T ~ *НИ1 V^ G R". Выбе-
рем R~l{t) = Д - ^ Х 1 - CRcrX^iR^it)))2, тогда при а < А ^ ^ Д " 1 ^ ) ) ^ 1 имеют место
неравенство

Ra(t) > R(T), t<r<t + a, (4.14)

и оценка
t+c

h(s(o, I fl-^TjdT^.f(СаД"1^))) = 0(<т3/2). (4.15)
t

Продолжим доказательство теоремы 4.3. Обозначим через XQI множество достижимости
следующей системы:

х(т) = и(т), к(т) = - | |ti(T

при геометрическом ограничении и(т) G Va{t) и фазовом ограничении к(т) > 0. В силу
соотношений (4.12), (4.14) верно вложение XQI С XQI С XQ П Л/, поэтому из следствия А.1
имеем _

h(XGI, XQ П Xr) < h(XG П Xu XG П Xi) < a + {a + ^Jr^diam Xu (4.16)

где r = VS^XlHiR-^t)), diam-U = V ^ A ^ ^ " 1 ^ ) ) , a = h(XG,XG), /3 =
Отношение (diamA^/r не зависит от 6 и а и ограничено при to < t < t\\ обозначим
его максимальное значение через С\. Из оценок (4.13) и (4.15) получаем, что а = О(а2),
/3 = О(51/2сг3/2). Поскольку при 6 ~^> а интегральное ограничение неактивно и имеет место
равенство XGj = XG (т.е. утверждение теоремы автоматически выполнено), то имеет смысл
рассматривать только случай 5 = О(ст), т.е. /9 = О(а2). Но тогда (4.16) и дает доказываемую
оценку (4.11). Теорема доказана полностью.

•' Через £(q, Q) обозначается эллипсоид с центром в точке q и матрицей размеров Q - множество, опорная
функция которого равна р(£\ £(q,Q)) = (£,q) + IKH
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Используя оценку (4.11) и лемму А.6 (см. ниже § А), получаем
Следствие 4.1. Уравнение

\\mcj-lhJz[k,t}+oQ{t), М [Z[-y,t + a)-aV(t)n£(O,(k-'r)aR-1{t))])=O
°1° V o<V<* J

эквивалентно эволюционному уравнению (4-Ю).
Отметим, что здесь, как и в формулах (3.1), (3.2), объединение реально берется по мень-

шему интервалу [О V к — 6, к], где S имеет порядок малости, не превосходящий а. Размер
множества crV{t) П£(0, (к — 7)стД~1(^)) также оценивается как О(сг), несмотря на то, что при
больших значениях к — 7 эллипсоид имеет размер О (у/а).

4.4. Синтезирующие стратегии.
Теорема 4.4. Пусть Z[k, t] - слабо инвариантное многозначное отображение, опорная

функция значений которого имеет непрерывные частные производные по переменным t и к
в точках, где множество Z[k,t] непусто. Тогда функция h(t,x,k) = d(x,Z[k,t\) на области
своего определения удовлетворяет дифференциальному неравенству

min max ̂ (t,x(t),k{t)) < 0. (4.17)
ev(t) v€Q(t) dtv w / ~ ;

Доказательство. Выберем достаточно малое a, t <t + a <t\, и оценим выражение

Жег) = max min hit + cr, x(t + a, kit + a)))
v[t,t+a] u[t,t+a] V V V '"

аналогично тому, как это было сделано при доказательстве теоремы 4.2, получим

H(a)<d(x, [ U Z[7,t + a]-XGI(t,t + o;k-<y)\- / Й(т)

В силу (4.9) это дает неравенство Н(а) < d(x,Z[k,t]), после перехода к пределу в котором
получаем неравенство (4.17). Теорема доказана.

Стратегия Uz(t,x,k), доставляющая минимум в (4.17), называется экстремальной стра-
тегией к отображению -Z[fc, i]. Она состоит из всех элементов и* G V(t), удовлетворяющих
принципу максимума (£0,B(t)u*) + ||u*||^pfc(f,A;,£o) = min {(£o,B(t)u) + \\u\\2

R^pk(t,k,£o)},

где p(t,k,£) = p(£\ Z[k, t]), a £Q = £o(t,x,k) - максимизатор в задаче (£,х)—р(£\ Z[k,i\) ->• max,
||£|| < 1. Если отображение Z[k, t] непрерывно по переменной к, то экстремальная к нему
стратегия является полунепрерывной сверху по переменным х, к и, следовательно, принад-
лежит классу UCL позиционных стратегий, обеспечивающих существование решений диффе-
ренциального включения (1.5).

Следствие 4.2. Пусть (x(t),k(t)) - решение дифференциального включения (1.5) при
управлении Uz- Тогда если x(t) 6 Z[k(t),t], то х(т) € Z[k(T),t] при t < т < t\.

Выбрав Z[/c,/] = W[fc,£], получаем решение задачи 1' - стратегию И\\>. Кроме того, по-
скольку внутренняя эллипсоидальная аппроксимация £-[t] множества разрешимости [19, 21]
(вычисленная для задачи 1' без фазового ограничения в случае выпуклого целевого множе-
ства) обладает свойством it-стабильности, то стратегия Ug_ гарантирует, что траектория не
выйдет за пределы £_[£].

§ А. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Следующие два утверждения позволяют перейти от сходимости последовательности мно-
жеств в пространстве Шп+1 к сходимости их сечений в пространстве К". Будем считать, что
задана последовательность непустых выпуклых компактов {An}^Lzl, у которой есть хаусдор-
фов предел А € convEn + 1 . Положим k- = inf{A;| 3(х, к) € А}, к+ = sup{k\ 3(x, к) € А}.
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Очевидно, что говорить о сходимости можно только при к € [fc_,fc+], потому что вне этого
отрезка А(к) = 0.

При доказательстве нам потребуется обозначение Щ = {(ж, х ) | х € Rn, х = к} и пред-
ставление сечений Л(/:) в виде .АПЩ. Хотя формально последнее множество принадлежит
R n + 1 , а сечения - К п , мы можем их отождествить, тем более что при фиксированном /с это
не повлияет на расстояние и на сходимость.

Лемма АЛ. Пусть последовательность {Ап} убывающая по включению: -Ап+1 С Ап.
Тогда для всех к 6 [к-, к+] имеет место сходимость Ап(к) —)• А(к) в хаусдорфовой метрике.

Доказательство. Поскольку An+i(k) С Ап(к), то

ОО

С\Ап(к)=
n = l n = l

Лемма доказана.
Лемма А.2. Пусть последовательность {Ап} возрастает по вложению: Ап+\ Э Ап.

Тогда VA; € (к-,к+) имеет место сходимость Ап(к) —> А(к) в хаусдорфовой метрике. Для
крайних значений к верно вложение Ап(к±) —>• А±(к±) С А(к±).

Доказательство. При ке(к-,к+) имеем ЩПп-А^Й, следовательно, Щ П riUnLi А §
Используя теорему 6.5 из [25], получаем, что

оо оо Г / °° \ Т

UmA,(*) = cl U Ап(к) = cl \J(An ПЩ) = cl ( IJ Ап) ПЩ =
7 1 = 1 П = 1 1 - ^ П = 1 ' "I

Пс1Щ = АППк = А(к).

Лемма доказана.
Лемма А.З. Пусть в пространстве К"+ 1 переменных (х, к) задано непустое выпуклое

замкнутое множество N. Тогда опорная функция этого множества и опорные функции его
сечений связаны следующими соотношениями:

(.4.2)

Доказательство. Равенство (А.1) следует из определения опорной функции и того, что
множество Af состоит из множеств вида М(к) х {к}.

Для доказательства (А.2) представим левую часть в виде

p(i\ ЛГ(к)) =

где Щ -плоскость {(х,х)\ УС — к}. Тогда

mi+m2=0

п.).

Второе слагаемое бесконечно, если 1% ф 0, поэтому минимум достигается при 1\ = £, £2 = 0.
Обозначив m = mi = — т г , получаем (А.2). Лемма доказана.

Применение лемм А.1-А.З к надграфику выпуклой функции дает результаты, аналогичные
соотношениям для множеств уровня этой функции [25, 26].
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Условие 1. Пусть непустые выпуклые компакты А\, А2, С\ и С2 таковы, что: 1) А\СА2,
С\ С С 2; 2) h{AuA2) < a, h(d,C2) < 7, где а, 7 > 0; 3) Аг С (С\ - Вг) ф 0 для некоторого
г > 0. Нас будет интересовать оценка для хаусдорфова расстояния между пересечениями
А\Г\С\ и А2 П С2 через величины а и 7-

Лемма А.4. 77рм выполменгш условия 1 верна оценка

h(Ai П С ь Ai П С2) < 7r~ 1diam Л: П С ь (A3)

где через diam-A обозначается диаметр наименьшего шара, содержащего множество А.
Доказательство. Прежде всего отметим, что из условия 2) следует, что С2 Q С\ + 5 7 ,

а доказать необходимо, что А\Г\С2 С А\ П С\ + Ве, где через е обозначена правая часть
неравенства (А.З).

Из условия 3) вытекает существование такой точки х, что х £ А, х + ВТ С С\. Пусть
точка у лежит в пересечении множеств А\ и С2. Если у € С\, то d(y, A\ Г\С\) = 0, поэтому
будем считать, что у £ С\, d{y,C\) < -у.

В силу выпуклости множества А\ ему принадлежит и весь отрезок, соединяющий точки
ж и у. Обозначим через z точку пересечения границы множества С\ и отрезка [х, у] (такая
точка единственна в силу теоремы 2.6 из [27]). Тогда по теореме об отделимости выпуклых
множеств существует направление £, разделяющее множество С\ и отрезок [z,y]. Поскольку
£ тем более разделяет [z,y] и множество х + Вг, то

(e,z)>p(£\x + Br) = • (i,z-x)>r\\e\\. (АЛ)

В силу того что d(y, C\) < 7, имеем

(A.5)

Объединяя неравенства (А.4) и (А.5), получаем 0 < (£,у — z) < 7 r~1( rIKII) = 7 r~1(^i-2 ~ х)-
Поскольку векторы у — z и z — x сонаправлены, то \\у — z\\ < 7 r ~ 1 | l z ~ a ; l l < 7 r~ 1 (liamyli ПСь
Последнее верно, так как х,z € А\ £ С\. Таким образом, А\ П С2 С Ai П С\ + Ве, что и
доказывает лемму.

Лемма А.5. При выполнении условия 1 верна оценка

h(Ai DCi,A2nCi) <a(l + radium Ai П С{).

Доказательство. Пусть х £ А2С\С\, тогда d(x, А\) < а. Пусть у - ближайшая к х
точка множества А\. Поскольку \\х — у\\ < а и х £ С\, то у £ С\ + Ва. Следовательно, в
силу предыдущей леммы имеем d(x,A\C\Ci) < \\x — y\\+d(y, А\Г\С\) < а + ar'1 di&mAiГ)С\ =
= а(1 + r~1diamAi П С\). Лемма доказана.

Из лемм А.4, А.5 и неравенства треугольника непосредственно вытекает
Следствие АЛ. Справедлива оценка h(A\ П Ci, А2 П С2) < а + (а + 7)r~1diam.Ai П С\.
Для практического применения полученного результата полезно использовать неравенство

diamAi flCi < min{diam^i,diamCi}. Таким образом, находить число d iamyl inCi необяза-
тельно, хотя если оно известно, то оценка получается более точной.

Лемма А.6. Пусть задан набор индексов S — {£} и для каждого индекса £ £ Е -
множества А% и С^ £ convR", причем h(A^,C^) < £ V£ £ Е. Тогда справедлива оценка

h(A, С) < е, А = conv ( J ^ s А$, С — conv (J^e= Q-
Доказательство. Поскольку h+(A^,C{) < е, то р{£\ А$) - р{£\ С$) < е\\£\\. Отсюда

h+(A,C) = maxp(£\ Л) - р(£\ С) = max supp(^| A?) - sup р(£\ Се») =
IWI<1 1И1<1 f'6S {"62

= max sup inf p(l\ Ae) - p(£\ C*») < max sup p(£\ A?) - p{£\ Ce) < e.
IWI<i ('62 i"£= С=("1И1<1 f'6S 4 4
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Аналогично доказывается оценка для h-(A, С). Лемма доказана.
Работа выполнена при частичной финансовой поддержке программы "Университеты Рос-

сии - Фундаментальные исследования" (проект УР.3.3.07) и Российского фонда фундамен-
тальных исследований (проект 03-01-00663).
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