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1 Ââåäåíèå

Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ñèíòåçèðóþùèõ óïðàâëå-

íèé â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñåðü¼çíóþ

çàäà÷ó â îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè è å¼ ïðèëî-

æåíèé. Ýòî òåì áîëåå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îãðà-

íè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ è íåîïðåäåë¼ííûå âîçìóùåíèÿ. Ðåøåíèå çà-

äà÷è ñèíòåçà öåëåâûõ óïðàâëåíèé â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ îïèðàåòñÿ, êàê

èçâåñòíî, íà ïîñòðîåíèå ñëàáî èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ (ïîïÿòíûõ ìíî-

æåñòâ äîñòèæèìîñòè), ïîðîæä¼ííûõ ðàçðåøàþùèìè óðàâíåíèÿìè ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ

ïîäîáíûõ óðàâíåíèé è îòâå÷àþùèõ èì èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ñ îáñóæ-

äåíèåì îñîáåííîñòè âû÷èñëåíèé äëÿ ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Ïðåä-

ëàãàåìûå ïîäõîäû îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå òåîðèè

è ìåòîäàõ ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èí-
íîâàöèîííîé Ðîññèè íà 2009�2013 ãîäû¿ (êîíòðàêò � 16.740.11.0426 îò 26 íîÿáðÿ
2010 ãîäà). Ïåðâûé àâòîð ïîääåðæàí ãðàíòîì ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîääåðæêè ìîëî-
äûõ ó÷¼íûõ-êàíäèäàòîâ íàóê (ãðàíò ÌÊ-1111.2011.1).
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2 Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à. Ýëëèïñîèäàëü-

íûå àïïðîêñèìàöèè

Íèæå îáñóæäàåòñÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ñ íåîïðåäåë¼ííîñòüþ âèäà

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) +C(t)v(t), t ∈ [t0, t1]. (1)

Çäåñü x(t) ∈ Rn � ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ñ óïðàâëåíèåì u(t) ∈ Rnu è íåîïðå-

äåë¼ííûì âîçìóùåíèåì v(t) ∈ Rnv ïðèíàäëåæàùèìè èçâåñòíûì ìíîæå-

ñòâàì P(t) è Q(t) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäà÷à öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ñîñòîÿíèå

x(t) â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t1 â çàäàííîå öåëåâîå ìíîæåñòâî

M . Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â êëàññå ñèíòåçèðóåìûõ ñòðàòåãèé

U (t, x), îáåñïå÷èâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (1) ïðè u =

U (t, x).

Íàïîìíèì, ÷òî ýëëèïñîèäîì E (x,X) ⊆ Rk ñ öåíòðîì x ∈ Rk è íåîò-

ðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííîé ìàòðèöåé êîíôèãóðàöèè X ∈ Rk×k, íàçûâàåòñÿ

âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, îïîðíàÿ ôóíêöèÿ [1, 2] êîòîðîãî ðàâíà

ρ (` ∣ E (x,X)) = ⟨`, x⟩ + ⟨`,X`⟩
1
2 .

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâà M , P(t) è Q(t) ÿâëÿþòñÿ ýë-

ëèïñîèäàìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ:

M = E (m,M), P(t) = E (p(t), P (t)), Q(t) = E (q(t),Q(t)),

ïðè÷¼ì ôóíêöèè p(t), P (t), q(t), Q(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé

íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè.

Ïîä ìíîæåñòâîì ðàçðåøèìîñòè W [t] óêàçàííîé âûøå çàäà÷è áó-

äåì ïîíèìàòü ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ íà÷àëüíûõ ïîçèöèé {t0, x0}, äëÿ

2



êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå2 U (t, x), ïåðåâîäÿùåå ýòî íà-

÷àëüíîå ñîñòîÿíèå â òåðìèíàëüíîå {t1, x(t1)}, x(t1) ∈ E (m,M) ïðè ëþáîì

äîïóñòèìîì âîçìóùåíèè v(t) ∈ Q(t).

Äàííîå ìíîæåñòâî W [t] ÿâëÿåòñÿ ñëàáî èíâàðèàíòíûì [3] îòíîñè-

òåëüíî ñèñòåìû (1) è öåëåâîãî ìíîæåñòâà E (m,M). Êàê èçâåñòíî, çíàíèå

òðóáêè W [τ], τ ∈ [t, t1], ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëå-

íèåU (t, x) [4, 5]. Êîíêðåòíûå âû÷èñëåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü, àïïðîêñèìè-

ðóÿ W [τ] èçíóòðè ïðè ïîìîùè ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðèçîâàííûõ ýëëèï-

ñîèäîâ. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííåé ýëëèïñîè-

äàëüíîé àïïðîêñèìàöèè [6] ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W [t]. Èçâåñòíû [7]

ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ïîäîáíîé àïïðîêñèìàöèè W −[t] = E (w(t),W (t))

ẇ(t) = A(t)w(t) +B(t)p(t) +C(t)q(t), w(t1) =m; (2)

Ẇ (t) = A(t)W (t) +W (t)AT (t) −

−W
1
2 (t)T (t)(B(t)P (t)BT (t))

1
2 − (B(t)P (t)BT (t))

1
2T T (t)W

1
2 (t) +

π(t)W (t) + π−1(t)C(t)Q(t)C(t), W (t1) =M. (3)

Çäåñü T (t) � ïðîèçâîëüíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îáåñïå÷èâàþùàÿ

êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ T (t)(B(t)P (t)BT (t))
1
2 s(t) è W

1
2 (t)s(t), ôóíê-

öèÿ s(t) � ðåøåíèå ñîïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû

ṡ(t) = −AT (t)s(t), s(t1) = `.

Ïðè îòñóòñòâèè ïîìåõè â (3) îïóñêàþòñÿ äâà ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ

π(t), èíà÷å π(t) = ⟨s(t),C(t)Q(t)CT (t)s(t)⟩
1
2 / ⟨s(t),W (t)s(t)⟩

1
2 .

2Â ðàññìàòðèâàåìîì ëèíåéíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîå óïðàâëåíèå, íå
çàâèñÿùåå îò {t0, x0}.
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Ýëëèïñîèäàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ (2)�(3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ¾òóãî-

ñòè¿, ò.å. îíà îáåñïå÷èâàåò êàñàíèå îöåíêè è òî÷íîãî ìíîæåñòâà â íà-

ïðàâëåíèè ñîïðÿæ¼ííîãî âåêòîðà s(t):

ρ (s(t) ∣ W −[t]) = ρ (s(t) ∣ W [t]) .

Ïîñëåäíåå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òàê íàçûâàåìûõ ¾õîðîøèõ íàïðàâ-

ëåíèé¿ s(t).

Â õîäå ïðèìåíåíèÿ îïèñàííîé ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêè ê çàäà÷å ñèí-

òåçà óïðàâëåíèé äëÿ ìíîãîçâåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû âûñîêîé ðàç-

ìåðíîñòè [8] âîçíèêàþò ñëåäóþùèå òðóäíîñòè.

Âî-ïåðâûõ, ýëëèïñîèäû-àïïðîêñèìàöèè áëèçêè ê âûðîæäåííûì.

Â ðàçäåëå 3 íàñòîÿùåé ñòàòüè ïðåäëàãàåòñÿ ñïîñîá êîìáèíèðîâàíèÿ

íåñêîëüêèõ ýëëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê, ïîçâîëÿþùèé ïðåîäîëåòü èõ âû-

ðîæäåííîñòü.

Âî-âòîðûõ, ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ âû÷èñ-

ëèòåëüíàÿ íàãðóçêà. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíî ïðî-

èçâîäèòü îïåðàöèè, âõîäÿùèå â ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(3). Íîâîìó ýôôåêòèâíîìó ñïîñîáó íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû T (t) ïîñâÿù¼í

ðàçäåë 4.

Â-òðåòüèõ, òðåáîâàíèÿ ïî ñêîðîñòè âû÷èñëåíèÿ è ïî íåîáõîäèìîé äëÿ

ýòîãî êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ ýë-

ëèïñîèäàëüíûõ îöåíîê ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Îñîáåííî-

ñòè êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë îïèñàíû â ðàçäåëå 5.

Â ñòàòüå èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Br(a) � øàð

ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a â ñîîòâåòñòâóþùåì íîðìèðî-

âàííîì ïðîñòðàíñòâå. h+(X ,Y ) = inf {ε ≥ 0 ∣ X ⊆ Y +Bε(0)} =
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sup{ρ (` ∣ X ) − ρ (` ∣ Y ) ∣ ∥`∥ ≤ 1} � õàóñäîðôîâî ïîëóðàññòîÿíèå ìåæäó

çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè X è Y . G(t, τ) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðè-

öà ñèñòåìû (1) (ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ∂G/∂t = A(t)G(t, τ), G(τ, τ) = I).

ρ (` ∣X) = supx∈X ⟨`, x⟩ � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ êî ìíîæåñòâó X â íàïðàâëå-

íèè `.

3 Ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ñ ýëëèïñîèäàëüíîé îöåíêîé òðóáêè äî-

ñòèæèìîñòè äëÿ ìíîãîçâåííîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû [8] óêàçûâàþò íà

ñëåäóþùåå.

1. Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3) ìîæåò

ïðèâåñòè (è íà ïðàêòèêå ïðèâîäèò) ê âûõîäó ìàòðèöû W (t) èç êî-

íóñà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûõ ìàòðèö.

2. Ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå ïîìåõè, äåéñòâóþùèõ âäîëü íàïðàâëåíèé

âûðîæäåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà ðàçðåøè-

ìîñòè, ïîñëåäíÿÿ áûñòðî âûðîæäàåòñÿ îêîí÷àòåëüíî è ñòàíîâèòñÿ

ïóñòûì ìíîæåñòâîì.

3.1 Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñóììû âûðîæäåííûõ ýëëèïñîè-

äîâ

Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü íåñêîëüêî âûðîæäåí-

íûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëëèïñîèäà áîëüøåé ðàçìåðíîñòè.

Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà èçâåñòíîé ôîðìóëå âíóòðåííåé ýëëèïñîèäàëü-

íîé àïïðîêñèìàöèè âûïóêëîé îáîëî÷êè îáúåäèíåíèÿ ýëëèïñîèäîâ [6].
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Ëåììà 1. Ïóñòü E −
i = E (q,Q−

i ), i = 1,m � âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå

àïïðîêñèìàöèè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà X . Òîãäà ýëëèïñîèä

E −
α = E (q,Q−

α), Q−
α =

m

∑
i=1
αiQ

−
i , αi ⩾ 0,

m

∑
i=1
αi = 1, (4)

òàêæå áóäåò âíóòðåííåé àïïðîêñèìàöèåé ìíîæåñòâà X .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü q = 0 è ðàçìåðíîñòü L � ëèíåéíîé îáîëî÷êè îáúåäè-

íåíèÿ ýëëèïñîèäîâ E −
i ðàâíà r. Òîãäà ïðè αi > 0, i = 1,m, èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî imQ−
α = L , è â ÷àñòíîñòè ìàòðèöà Q−

α èìååò ðàíã r.

3.2 Ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèè òðóáêè ðàçðåøè-

ìîñòè

Âûáåðåì â (4) ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ α: α1 = 1 − σγ + σγβi,

αi = σγβi, i = 2,m, ãäå βi ⩾ 0, ∑
m
i=1 βi = 1, γ ⩾ 0. Çäåñü σ � äîñòàòî÷íî

ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, òàê ÷òî α1 > 0. Òîãäà

σ−1(Q−
α −Q

−
1) = γ (

m

∑
i=1
βiQ

−
i −Q

−
1) .

Èñïîëüçóåì ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ çàïèñè m ïåðåìåøèâàåìûõ ýëëèïñîè-

äàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé òðóáêè ðàçðåøèìîñòè:

Ẇi(t) = A(t)Wi(t) +Wi(t)A
T (t) −

−W
1
2
i (t)Ti(t)(B(t)P (t)BT (t))

1
2 − (B(t)P (t)BT (t))

1
2T Ti (t)W

1
2
i (t) +

πi(t)Wi(t)+π
−1
i (t)C(t)Q(t)C(t)+γ (

m

∑
j=1
βijWj(t) −Wi(t)) , Wi(t1) =M ;

(5)

Çäåñü βij ⩾ 0, ∑
m
j=1 βij = 1, i = 1,m; γ ⩾ 0; Ti(t) � ïðîèçâîëüíûå

îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöà, îáåñïå÷èâàþùèå ñîíàïðàâëåííîñòü âåêòîðîâ
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Ti(t)(B(t)P (t)BT (t))
1
2 si(t) è W

1
2
i (t)si(t); ôóíêöèè si(t) � ðåøåíèÿ ñî-

ïðÿæ¼ííîé ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ óñëîâèÿõ:

ṡi(t) = −A
T (t)si(t), si(t1) = `i.

è ïðè íàëè÷èè ïîìåõè

πi(t) = ⟨si(t),C(t)Q(t)CT (t)si(t)⟩
1
2 / ⟨si(t),Wi(t)si(t)⟩

1
2 .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ðåøåíèÿ Wi(t) óðàâíåíèÿ (5) ïðîäîëæàåìû íà îòðå-

çîê [t0, t1] è íà âñ¼ì îòðåçêå ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûìè

ìàòðèöàìè. Òîãäà ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ

W −[t] = conv
m

⋃
i=1

W −
i [t] = conv

m

⋃
i=1

E (w(t),Wi(t))

óäîâëåòâîðÿåò ïðè t ∈ [t0, t1] ýâîëþöèîííîìó óðàâíåíèþ

lim
σ→0+σ

−1h+((I + σA(t))W −[t − σ] + σC(t)Q(t),W −[t] − σB(t)P(t)) = 0

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì W −[t1] ⊆ M .

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ W −[t] ÿâ-

ëÿåòñÿ âíóòðåííåé îöåíêîé ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W [t]. Ôóíêöèè

W −
i [t] ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè ýëëèïñîèäàëüíûìè îöåíêàìè W [t].

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû ìíîãîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ W −[t] ÿâëÿ-

åòñÿ ñëàáî èíâàðèàíòíîé ïî âêëþ÷åíèþ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1), à

ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ V −(t, x) = d(G(t1, t)x,G(t1, t)W −[t]) ÿâëÿåòñÿ âåðõ-

íèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà (ñì.

[9]), ò.å. óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

min
u∈P(t)

max
v∈Q(t)

dV −/dt = min
u∈P(t)

max
v∈Q(t)

{V −
t + ⟨V −

x ,A(t)x +B(t)u +C(t)v⟩} ≤ 0 (6)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì V −(t1, x) = d(x,M ).
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4 Ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ïîâî-

ðîòà

Â óðàâíåíèå ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè (3) âõîäèò îïåðàöèÿ âû-

÷èñëåíèÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû T ∈ Rn×n, òàêîé ÷òî Tv2 ⇈ v1 äëÿ íåêî-

òîðûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ v1, v2 ∈ Rn. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå T = v1↻ v2.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè n ⩾ 2 ìàòðèöà v1 ↻ v2 îïðåäåëåíà íåîä-

íîçíà÷íî (ïðè n = 2 òàêèõ ìàòðèö íå ìåíüøå äâóõ, à ïðè n ⩾ 3 áåñêî-

íå÷íî ìíîãî). Îïåðàöèþ ¾↻¿ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû îíà îáëàäàëà äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ (ïî àðãóìåíòàì v1, v2) äëÿ

ïðèìåíåíèÿ ê óðàâíåíèþ (3) ñõåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âûñîêèõ

ïîðÿäêîâ ñõîäèìîñòè.

Îïåðàöèÿ v1↻ v2 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà, íàïðèìåð, ÷åðåç ñèíãóëÿð-

íûå ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ v1 è v2 ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåìíîæåíèåì ìàòðèö

ïðåîáðàçîâàíèé [10]. Ñëîæíîñòü ýòîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû èìååò

ïîðÿäîê O(n3), íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü v1↻ v2 îò v1, v2 (è òåì áîëåå

ãëàäêîñòü) íå ãàðàíòèðóåòñÿ.

Äàëåå ïðåäëàãàþòñÿ ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ v1 ↻ v2 ñî

ñëîæíîñòüþ O(n2) è îáëàäàþùèå íåîáõîäèìîé ãëàäêîñòüþ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü v1, v2 ∈ Rn � íåíóëåâûå âåêòîðû. Ìàòðèöà T ∈ Rn×n,

âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëàì

T = I +Q1(S − I)Q
T
1 , (7)

S = (
c s
−s c

) , c = ⟨v̂1, v̂2⟩ , s =
√
1 − c2, v̂i = vi/ ∥vi∥ , (8)

Q1 = [q1 q2] ∈ Rn×2, q1 = v̂1, q2 =

⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

s−1(v̂2 − cv̂1), s ≠ 0,

0, s = 0,
(9)
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ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé è îáëàäàåò ñâîéñòâîì Tv2 ⇈ v1.

Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé â ôîðìóëàõ (7)�(9)

èìååò ïîðÿäîê O(n2). Áîëåå òîãî, óìíîæåíèå íà ìàòðèöó T ìîæåò áûòü

òàêæå âûïîëíåíî çà O(n2) îïåðàöèé.

Çàìå÷àíèå 2. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü T =

T (v1, v2) ÿâëÿåòñÿ ñêîëü óãîäíî ãëàäêîé ïðè íåíóëåâûõ âåêòîðàõ v1, v2,

çà èñêëþ÷åíèåì êîíóñà v1 � v2.

5 Îá èñïîëüçîâàíèè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëå-

íèé

5.1 Âû÷èñëåíèå ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5) ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì µ ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ ïðåäëàãàåòñÿ ðàçáèòü ìíîæå-

ñòâî èíäåêñîâ I = {1, . . . ,m} íà µ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ Ik, òàê

÷òî I = I1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ Iµ. Ïðîöåññ ñ íîìåðîì k áóäåò âû÷èñëÿòü è õðàíèòü

çíà÷åíèÿ ìàòðèö Wi, i ∈ Ik.

Íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ (5) ïðèâåëî áû ê ñóùå-

ñòâåííîìó îáú¼ìó îáìåíà äàííûìè ìåæäó ïðîöåññàìè, âñëåäñòâèå íåîá-

õîäèìîñòè âû÷èñëÿòü ñëàãàåìîå ∑
m
i=1 βijWj. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòîãî èç-

áåæàòü, ïðåäëàãàåòñÿ ñêîìáèíèðîâàòü (5) ñ ôîðìóëîé (4). Ïðè òàêîì

ïîäõîäå êàæäûé ïðîöåññ ðåøàåò ñâîþ ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ óðàâíåíèé (5), â êîòîðîé óïîìÿíóòîå ñëàãàåìîå çàìåíåíî íà

∑i∈Ik βijWj, ãäå ∑j∈Ik βij = 1. Ïåðåìåøèâàíèå àïïðîêñèìàöèé, ïðèíàäëå-

æàùèõ ðàçíûì ïðîöåññàì, ïðîèçâîäèòñÿ ÷åðåç çàäàííûå ïðîìåæóòêè
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âðåìåíè ïî ôîðìóëå (4) ïðè αi =
1
m , ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíü-

øèòü êîëè÷åñòâî îáìåíîâ äàííûìè ïî ñåòè.

5.2 Âû÷èñëåíèå óïðàâëåíèé

Èñõîäÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî íåðàâåíñòâà (6), óïðàâëåíèå, ãàðàíòèðó-

þùåå ïðèâåäåíèå ñèñòåìû â öåëåâîå ìíîæåñòâî M , ìîæåò áûòü âûáðàíî

êàê ìàêñèìèçàòîð â (6):

U ∗(t, x) =
⎧⎪⎪
⎨
⎪⎪⎩

−
P (t)BT (t)p

⟨BT (t)p,P (t)BT (t)p⟩ 12
, BT (t)p ≠ 0;

P(t), BT (t)p = 0;

ãäå âåêòîð p = p(t, x) = ∂V −/∂x èìååò ñìûñë êðàò÷àéøåãî ïóòè îò òî÷êè

x äî ìíîæåñòâà W −[t]. Ìíîæåñòâî W −[t] ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé îáîëî÷êîé

íàáîðà ìíîæåñòâ, ïîýòîìó íàõîæäåíèå âåêòîðà p ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëü-

íî òðóäíîé çàäà÷åé.

Çàìåíèì ôóíêöèþ V −(t, x) íà

V̂ −(t, x) = d(G(t1, t)x,G(t1, t)Ŵ
−[t]), Ŵ −[t] =

m

⋃
i=1

W −
i [t] =

m

⋃
i=1

E (w(t),Wi(t)),

è äàëåå

V̂ −(t, x) = min
i=1,...,m

max
∥p∥≤1

{⟨p,G(t1, t)x⟩ − ρ (G
T (t1, t)p ∣ W −

i [t])}. (10)

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî âåêòîð p̂(t, x) = ∂V −/∂x ðàâåí p̂ = p̂i0 , ãäå i0 � íîìåð

i ∈ 1,m, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â (10), à p̂i � ìàêñèìèçàòîð â

(10) ïðè ôèêñèðîâàííîì i.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèíòåçà óïðàâëåíèé êàæäûé èç ïðîöåññîâ ëî-

êàëüíî íàõîäèò áëèæàéøèé ê òåêóùåìó ïîëîæåíèþ ýëëèïñîèä, ïîñëå

÷åãî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåññ, ñîäåðæàùèé ãëîáàëüíî áëèæàéøèé ê òåêó-

ùåìó ïîëîæåíèþ ýëëèïñîèä. Ýòîò ïðîöåññ âû÷èñëÿåò óïðàâëåíèå è ñî-

îáùàåò åãî âñåì îñòàëüíûì ïðîöåññàì.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îïèñàííûé â ñòàòüå ìåòîä âû÷èñëåíèÿ

èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ è ñèíòåçà óïðàâëåíèé áûë ðåàëèçîâàí â âèäå

ïàðàëëåëüíîé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû. Â ñåðèè òåñòîâûõ ðàñ÷¼òîâ áû-

ëè ðåøåíû çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïðè ÷èñëå çâåíüåâ N äî 100 (ðàçìåðíîñòü

n = 200) äëÿ ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûì óïðàâëåíèåì, è äî 250 (ðàçìåðíîñòü

n = 500) äëÿ ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì ðàçìåðíîñòè N .

¾Â ïå÷àòü¿ À. Í. Äàðüèí

¾Â ïå÷àòü¿ À. Á. Êóðæàíñêèé
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Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ñèíòåçèðóþùèõ

óïðàâëåíèé â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñå-

ðü¼çíóþ çàäà÷ó â îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè è å¼

ïðèëîæåíèé. Ýòî òåì áîëåå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñèñòåì ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè

îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ è íåîïðåäåë¼ííûå âîçìóùåíèÿ. Ðåøåíèå

çàäà÷è ñèíòåçà öåëåâûõ óïðàâëåíèé â óêàçàííûõ óñëîâèÿõ îïèðàåòñÿ,

êàê èçâåñòíî, íà ïîñòðîåíèå ñëàáî èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ (ïîïÿòíûõ

ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè), ïîðîæä¼ííûõ ðàçðåøàþùèìè óðàâíåíèÿìè

ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà. Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ ìåòîäû ïîñòðî-

åíèÿ ïîäîáíûõ óðàâíåíèé è îòâå÷àþùèõ èì èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ñ

îáñóæäåíèåì îñîáåííîñòè âû÷èñëåíèé äëÿ ñèñòåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ïðåäëàãàåìûå ïîäõîäû îñíîâàíû íà ïðèìåíåíèè ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå

òåîðèè è ìåòîäàõ ýëëèïñîèäàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíê-

öèé.
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