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Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèéïðè ðàçíîòèïíûõ è äâîéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ∗À. Í. Äàðüèí , À. Á. Êóðæàíñêèé †Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è ñèíòåçà óïðàâëåíèé ïðè äâîéíîì îãðàíè-÷åíèåì íà óïðàâëåíèå. �åøåíèå çàäà÷ äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãîïðîãðàììèðîâàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ñèíòåç óïðàâëåíèé, íåîïðåäå-ë¼ííîñòü, èìïóëüñíîå óïðàâëåíèå.ÂâåäåíèåÂ çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèé íåðåäêî öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ñ íåñòàí-äàðòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ. Òàê, â ñèñòåìàõ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ òðàäèöèîí-íî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèå è ïîìåõà ïðèíàäëåæàò îäíîòèïíûì êëàññàì, íàïðèìåð,îäíîâðåìåííî ñòåñíåíû èëè ãåîìåòðè÷åñêèìè, èëè èíòåãðàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Îäíàêîíà ïðàêòèêå âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà íåîáõîäèìî âûáèðàòü äëÿ óïðàâëåíèÿ è ïîìåõèðàçëè÷íûå êëàññû îãðàíè÷åíèé. Èìååò ñìûñë òàêæå íàëàãàòü íà óïðàâëåíèå îäíîâðåìåí-íî íåñêîëüêî îãðàíè÷åíèé ðàçëè÷íûõ òèïîâ, ÷òî îòðàæàåò ïðèëîæåíèÿ ñ îäíîâðåìåííûìîãðàíè÷åíèåì íà çàïàñ òîïëèâà è âîçìîæíîñòü ìàíåâðà (ñì. [1℄).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è ñ äâîéíûì îãðàíè÷åíèåì íà óïðàâëå-íèå, ðåøåíèå êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ãàðàíòèðóþùèõ óïðàâëåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäå-ë¼ííîñòè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû, ãäå óïðàâëåíèå ñòåñíåíî äâîéíûì îãðàíè÷åíèåì (à èìåííî,ãåîìåòðè÷åñêèì è èíòåãðàëüíûì), à íà ïîìåõó íàëîæåíî òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷å-íèå:
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ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + v(t),

k̇(t) = −〈u(t), R(t)u(t)〉,

u(t) ∈ P(t), v(t) ∈ Q(t), k(t) > 0,

(x(t1), k(t1)) ∈ M.

(1)Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä [2℄, îïèðàþùèéñÿ íà ìåòîäû äèíàìè÷å-ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñî÷åòàíèè ñî ñõåìàìè òåîðèè àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëàË. Ñ. Ïîíòðÿãèíà [3℄ è òåîðèè èãðîâûõ çàäà÷ äèíàìèêè Í. Í. Êðàñîâñêîãî [4℄. Ýòî ïîç-âîëÿåò ðàçðàáîòàòü êîíñòðóêòèâíûå ìåòîäû, íàïðàâëåííûå íà ðåøåíèå çàäà÷è ¾äî êîíöà¿,òî åñòü äî ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ (êîòîðûå ìîãóò áûòü îñíîâàíû, íàïðèìåð,íà ýëëèïñîèäàëüíîì èñ÷èñëåíèè [5℄).
∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò 03-01-00663), ïðîãðàììû ¾Óíèâåðñèòåòû�îññèè � �óíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ¿ (ãðàíò Ó�.03.02.521) è ïðîãðàììû ¾�îñóäàðñòâåííàÿ ïîääåðæêàâåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë¿ (ãðàíò ÍØ-1889.2003.1).
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2 À. Í. Äàðüèí, À. Á. ÊóðæàíñêèéÄâîéíîå îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå ìîæåò âîçíèêàòü ïðè àïïðîêñèìàöèè ñèñòåì ñ èì-ïóëüñíûì óïðàâëåíèåì. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (ñì. [6, 7℄):
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J(U(·)) = Var
[t,t1]

U(t) → min

x(t0 − 0) = x0, x(t1 + 0) = x1, dx(t) = A(t)x(t) dt + B(t) dU(t).
(2)Çäåñü óïðàâëåíèå U(·) âûáèðàåòñÿ èç êëàññà �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è ìîæåòèìåòü ñêà÷êè. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåïðåðûâíîñòè óïðàâëåíèÿ ââåä¼ì äîïîëíèòåëüíîå ãåî-ìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå u(t) = dU(t)/dt ∈ B1. Äàëåå ê íîâîé çàäà÷å ïðèìåíèì ìåòî-äû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ öåíû Vµ(t0, x0) ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ðåøåíèå çàäà÷è êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè. Ïðè ñòðåìëåíèè µê áåñêîíå÷íîñòè Vµ ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè öåíû V çàäà÷è (2). Ïðè ýòîì óðàâ-íåíèå �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà äëÿ â ïðåäåëå äà¼ò óðàâíåíèå äëÿ V â �îðìå êâàçè-âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà.1. Çàäà÷à ñ äâîéíûì îãðàíè÷åíèåìÂ ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà ãàðàíòèðóþùèõ óïðàâëåíèé äëÿëèíåéíîé ñèñòåìû â óñëîâèÿõ íåîïðåäåë¼ííîñòè, êîãäà óïðàâëåíèå îäíîâðåìåííî ñòåñíå-íî îãðàíè÷åíèÿìè äâóõ òèïîâ � ãåîìåòðè÷åñêèì è èíòåãðàëüíûì [8, 9℄. Òàêèì äâîéíûìîãðàíè÷åíèåì ìîæíî îïèñàòü êàê êîíñòðóêòèâíûå îñîáåííîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû, òàêè îãðàíè÷åííûé çàïàñ òîïëèâà. Ïîìåõà ñòåñíåíà ëèøü ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì. Îò-ñóòñòâèå èíòåãðàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïîìåõè ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþ-ùèìè ïðè÷èíàìè: ëèáî çàïàñ òîïëèâà ó ïîìåõè íàñòîëüêî âåëèê, ÷òî íåò ñìûñëà ââîäèòüäîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå; ëèáî óïðàâëåíèþ íåèçâåñòåí ðåàëüíûé çàïàñ òîïëèâà ïîìåõè,è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãàðàíòèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ýòîò çàïàñ áåñêîíå÷íûì.Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u + C(t)v, (3)ðàññìàòðèâàåìûì íà çàêðåïë¼ííîì îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [t0, t1]. Çäåñü x(t) ∈ R
n � âåêòîðïîëîæåíèÿ ñèñòåìû, u ∈ R

nu � óïðàâëåíèå, v ∈ R
nv � ïîìåõà; A(t) ∈ R

n×n, B(t) ∈ R
n×nu,

C(t) ∈ R
n×nv � çàäàííûå íåïðåðûâíûå ìàòðè÷íûå �óíêöèè.Äâîéíîå îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå çàäà¼òñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

u(t) ∈ P(t) è ∫ t1

t0

〈u,R(t)u〉 dt 6 ν. (4)Ïåðâîå âêëþ÷åíèå � ãåîìåòðè÷åñêîå, èëè ¾æ¼ñòêîå¿ îãðàíè÷åíèå, îïèñûâàåò âîçìîæíî-ñòè óïðàâëåíèÿ ïî ìàí¼âðó. Çäåñü P(t) � çàäàííîå ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâ-íîå ïî Õàóñäîð�ó, èìåþùåå íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòíûå çíà÷åíèÿ. Âòîðîå íåðàâåíñòâîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå, èëè ¾ìÿãêîå¿ îãðàíè÷åíèå, óêàçûâàþùåå çàïàñ òîïëèâà,äîñòóïíûé óïðàâëåíèþ (âåëè÷èíà ν). R(t) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ,ïðèíèìàþùàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå çíà÷åíèÿ. Ìû ïîòðåáóåì 0 ∈ P(t), ÷òîáû çàâå-äîìî ñóùåñòâîâàëè óïðàâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå äâîéíîìó îãðàíè÷åíèþ.Äàëåå, â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è, äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðî-âàíèÿ ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, êàêèå ïåðåìåííûå ñîñòàâëÿþò ïîçèöèþ ñèñòåìû. Ïðè ýòîìïàðà (t, x) íå ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå ïîçèöèè, ïîñêîëüêó äëÿ íå¼ íå áóäåò âûïîë-íåí ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 òî÷íî èçâåñòåíçàïàñ òîïëèâà ν, îäíàêî ïî çíà÷åíèÿì t è x íåâîçìîæíî îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü çàïàñ



Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèé 3òîïëèâà â ìîìåíò âðåìåíè t. ×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó òðóäíîñòü, ìû äîáàâèì ê îñíîâíîìóóðàâíåíèþ (3) åù¼ îäíî óðàâíåíèå, îòñëåæèâàþùåå èçìåíåíèÿ çàïàñà òîïëèâà:
k̇(t) = −〈u,R(t)u〉, k(t0) = ν. (5)Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè óïðàâëåíèþ äîñòóïíî òî÷íîå çíà÷åíèåïåðåìåííîé k(t) � ëèáî ÷åðåç èçìåðåíèå óðîâíÿ òîïëèâà, ëèáî ïóò¼ì ó÷¼òà ðàñõîäà è âû-÷èñëåíèÿ òåêóùåãî îñòàòêà.Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (5), ìîæíî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàëüíîå îãðàíè÷åíèå â (4) ýêâè-âàëåíòíî íåðàâåíñòâó k(t1) > 0, èëè, ó÷èòûâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåë¼ííîñòü ìàòðèöû

R(t), � �àçîâîìó îãðàíè÷åíèþ
k(t) > 0, t ∈ [t0, t1]. (6)Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé è �îðìóëèðîâêå îñ-íîâíîé çàäà÷è, ñäåëàåì íåñêîëüêî óïðîùåíèé â óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû. Ïóñòü X(t, τ) � �óí-äàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îäíîðîäíîé ñèñòåìû ẋ(t) = A(t)x(t), òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

dX(t, τ)

dt
= X, X(t, t) = I.Òîãäà ïîñëå çàìåí x = X(t, t1)x̄, B̄(t) = X(t1, t)B(t)R− 1

2 (t), ū = R
1
2 (t)u, P̄(t) = R

1
2 (t)P(t),

Q̄(t) = X(t1, t)C(t)Q(t) ìû ïîëó÷èì (îïóñêàÿ ÷åðòó íàä íîâûìè �óíêöèÿìè è ïåðåìåííû-ìè) ñèñòåìó
{

ẋ(t) = B(t)u + v,

k̇(t) = −‖u‖2
(7)ñ îãðàíè÷åíèÿìè

u ∈ P(t), v ∈ Q(t), k(t) > 0. (8)Äàëåå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì âìåñòî (3)�(5) ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (7) ñîãðàíè÷åíèÿìè (8).Îïðåäåëåíèå 1. Ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèåé, èëè ñèíòåçîì óïðàâëåíèé, íàçûâàåòñÿìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ âèäà U(t, x, k): [t0, t1] × R
n × R → conv R

nu, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëå-äóþùèì òðåáîâàíèÿì:1. �óíêöèÿ U(t, x, k) èçìåðèìà ïî ïåðåìåííîé t;2. �óíêöèÿ U(t, x, k) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (x, k);3. âûïîëíåíî ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå U(t, x, k) ⊆ P(t), t ∈ [t0, t1];4. U(t, x, k) = {0}, åñëè k < 0, ÷òî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíîãî îãðàíè÷åíèÿ(íàïîìíèì, ÷òî ìû ïðåäïîëàãàåì 0 ∈ P(t)).Êëàññ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé îáîçíà÷àåòñÿ UCL.Óïðàâëåíèÿ èç êëàññà UCL îáåñïå÷èâàþò ñóùåñòâîâàíèå è ïðîäîëæàåìîñòü ðåøåíèéäè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ [10℄
(

ẋ(t)

k̇(t)

)

∈

{(

B(t)u

−‖u‖2

) ∣

∣

∣

∣

u ∈ U(t, x, k)

}

+ Q(t) × {0}. (9)êîòîðîå âîçíèêàåò ïîñëå ïîäñòàíîâêè â ïðàâóþ ÷àñòü (7) ïîçèöèîííîé ñòðàòåãèè U(t, x, k)âìåñòî u è ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïîìåõè Q(t) âìåñòî v. Îòìåòèì, ÷òî íåñìîòðÿ



4 À. Í. Äàðüèí, À. Á. Êóðæàíñêèéíà ëèíåéíîñòü èñõîäíîé ñèñòåìû (7), ñèñòåìà ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ (9) íåëèíåéíà, ïîñêîëüêóíåëèíåéíîé ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ U(t, x, k).Ìíîãîçíà÷íûå ñòðàòåãèè èñïîëüçóþòñÿ çäåñü äëÿ òîãî, ÷òîáû �îðìàëüíî îáåñïå÷èòü ñó-ùåñòâîâàíèå è ïðîäîëæàåìîñòü ðåøåíèé ïðîñèíòåçèðîâàííîé ñèñòåìû, ïîñêîëüêó â îáùåìñëó÷àå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü íåïðåðûâíûõ ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé, ðåøàþùèõ çàäà÷ó.Ïðè ýòîì ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîäîáíîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íîé (íîðàçðûâíîé) �óíêöèåé, à äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (9) ïðè �èêñèðîâàííîé ïîìåõå v(·)ïðåâðàòèòñÿ òîãäà â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.Äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå (9) îïèñûâàåò âñå âîçìîæíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïðèçàäàííîì ñèíòåçå óïðàâëåíèé. Âçÿòèå âûïóêëîé îáîëî÷êè íîñèò ÷èñòî òåõíè÷åñêèé õàðàê-òåð è íå âëèÿåò íà âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ. Êàê áûëî îòìå÷åíî â [10℄, òðåáîâàíèå âû-ïóêëîñòè ïðàâîé ÷àñòè äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà óñëîâèååå íåïðåðûâíîñòè, îäíàêî ïîñêîëüêó îïòèìàëüíûå ïîçèöèîííûå ñòðàòåãèè ÿâëÿþòñÿ ëèøüïîëóíåïðåðûâíûìè ñâåðõó, íî íå íåïðåðûâíûìè, ïðåäïî÷òèòåëüíåå âçÿòü îâûïóêëåíèå ïðà-âîé ÷àñòè, ÷åì òðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòè ïîçèöèîííûõ ñòðàòåãèé.Çàäà÷à 1. Óêàçàòü òàêîå ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè W[t] ∈ R
n+1 è òàêîé ñèíòåçóïðàâëåíèé U(t, x, k) ∈ UCL, ÷òî âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (7), âûïóùåííûå â ìîìåíòâðåìåíè t èç ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè W[t], äîñòèãíóò çàäàííîå öåëåâîå ìíîæåñòâî

M ∈ R
n+1 â ìîìåíò âðåìåíè t1, íåñìîòðÿ íà äåéñòâèÿ ïîìåõè.Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (9), âûïóùåííûõèç òî÷êè (x(t), k(t)) ∈ W[t], äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âêëþ÷åíèå (x(t1), k(t1)) ∈ M. Ïîñëåäíååìîæíî òàêæå ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè äè��å-ðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (9) äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ â öåëåâîì ìíîæåñòâå M.Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè òàêæå íàçûâàþò ïîïÿòíûì ìíîæåñòâîì äîñòèæèìîñòèïðè íåîïðåäåë¼ííîñòè [11℄, èëè ìîñòîì Í. Í. Êðàñîâñêîãî [12℄.Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è, íåîáõîäèìî åù¼ îïðåäåëèòü, èç êàêîãî êëàñ-ñà âûáèðàåòñÿ öåëåâîå ìíîæåñòâî M. Ïîñêîëüêó íàìè ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû âûïóêëîãîàíàëèçà, òî åñòåñòâåííî áûëî áû ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû öåëåâîå ìíîæåñòâî áûëî âûïóêëûìêîìïàêòîì (òîãäà ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè áóäåò îáëàäàòü àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè).Îäíàêî ýòî òðåáîâàíèå ìîæíî îñëàáèòü, äëÿ ÷åãî ââîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ âñïîìîãàòåëüíàÿêîíñòðóêöèÿ.Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R

n+1 ïåðåìåííûõ (x, k) çàäàíî ìíîæåñòâî N . Áóäåì íàçûâàòüñå÷åíèÿìè ìíîæåñòâà N çíà÷åíèÿ ñëåäóþùåãî ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ:
N (k) = {x ∈ R

n | (x, k) ∈ N}.Î÷åâèäíî, ÷òî ñàìî ìíîæåñòâî N îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîèì ñå÷åíèÿì, ïî-ñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ ãðà�èêîì îòîáðàæåíèÿ N (·):
N =

{

(x, k) ∈ R
n+1

∣

∣ x ∈ N (k)
}

.Èç âûïóêëîñòè (êîìïàêòíîñòè) ìíîæåñòâà N ñëåäóåò âûïóêëîñòü (êîìïàêòíîñòü) åãî ñå÷å-íèé, ïðè ýòîì îáðàòíîå íåâåðíî.Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñå÷åíèÿ öåëåâîãî ìíîæåñòâà M ÷åðåç M(k), è ïîòðåáóåì âûïîë-íåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1. ñå÷åíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ïî âëîæåíèþ: M(k1) ⊆ M(k2), åñëè k1 6 k2;2. M(k) = ∅, åñëè k < 0;



Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèé 53. ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå M(k) íåïðåðûâíî ïî Õàóñäîð�ó äëÿ òåõ k, ãäå M(k) 6= ∅;4. ñå÷åíèÿ M(k) � âûïóêëûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà.Ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W[k, t]. Ïðåäïîëîæåíèÿ,ñäåëàííûå âûøå îòíîñèòåëüíî ñå÷åíèé öåëåâîãî ìíîæåñòâà, óæå íå ãàðàíòèðóþò, ÷òîW[k, t]áóäåò âûïóêëûì, ïîýòîìó ìû î�îðìèì ýòî òðåáîâàíèå â âèäå äîïîëíèòåëüíîãî ïðåäïîëî-æåíèÿ:5. ñå÷åíèÿ W[k, t] � âûïóêëûå ìíîæåñòâà.Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ñå÷åíèé ïîçâîëÿåò îñëàáèòü òðåáîâàíèå âûïóêëîñòè èêîìïàêòíîñòè öåëåâîãî ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè äî òðåáîâàíèÿ âûïóêëîñòèè êîìïàêòíîñòè èõ ñå÷åíèé.Ïîòðåáóåì îò óïðàâëåíèÿ, ÷òîáû îíî ìèíèìèçèðîâàëî ðàññòîÿíèå äî ñå÷åíèÿ öåëåâîãîìíîæåñòâà â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòîé çàäà÷å ñîîòâåòñòâóåò �óíêöèÿ öåíû
V (t, x, k) = inf

U∈UCL sup
z(·)∈ZU (·)

d(x(t1),M(k(t1))),ãäå z(t) = (x(t), k(t)), à ZU(·) � òðóáêà ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (9) ïðèïîçèöèîííîì óïðàâëåíèè U .Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàññòîÿíèåì äî ñå÷åíèÿ öåëåâîãî ìíîæåñòâà d(x,M(k)), à íå ðàñ-ñòîÿíèå äî ñàìîãî öåëåâîãî ìíîæåñòâà d((x, k),M). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ñäåëàííûõïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîæåñòâî M ìîæåò íå áûòü âûïóêëûì, è òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåä-íåãî ðàññòîÿíèÿ áóäåò íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîäû âûïóêëîãî àíàëèçà. Êðîìå òîãî, ýòîïîçâîëÿåò íå ñìåøèâàòü ïðè âû÷èñëåíèè ðàññòîÿíèÿ ïåðåìåííûå x è k, èìåþùèå, âîîáùåãîâîðÿ, ðàçëè÷íûå ðàçìåðíîñòè.Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ öåíû çàâèñèò íå òîëüêî îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè tè íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû (x, k), íî òàêæå è îò êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t1 è çà-äàííîãî â ýòîò ìîìåíò òåðìèíàëüíîãî �óíêöèîíàëà, â äàííîì ñëó÷àå ϕ(x, k) = d(x,M(k)).Ââåä¼ì ðàçâ¼ðíóòîå îáîçíà÷åíèå, ïîä÷åðêèâàþùåå äàííóþ çàâèñèìîñòü:
V (t, x, k) = V (t, x, k; t1, ϕ(·, ·)) = V (t, x, k; t1, d(·,M(·))).Ôóíêöèÿ öåíû óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó îïòèìàëüíîñòè, âûðàæàåìîìó ïîëóãðóïïîâûìñâîéñòâîì äëÿ îáîáù¼ííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû:

V (t, x, k; t1, ϕ(·, ·)) = V (t, x, k; τ, V (τ, ·, ·; t1, ϕ(·, ·))),ïðè t 6 τ 6 t1. Âûïîëíåíèå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî â òðîéêå (t, x, k) ñîäåð-æèòñÿ âñÿ èí�îðìàöèÿ î òåêóùåì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû.Ôóíêöèÿ öåíû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà�Àéçåêñà(��ß�Á�À)
∂V

∂t
+ min

u∈P(t)
max

v∈Q(t)

{〈

∂V

∂x
,B(t)u + v

〉

−
∂V

∂k
‖u‖2

}

= 0, (10)ïðè t0 6 t 6 t1, k > 0, x ∈ R
n, ñ êðàåâûì óñëîâèåì

∂V

∂t
+ max

v∈Q(t)

〈

∂V

∂x
, v

〉∣

∣

∣

∣

k=0

= 0, t0 6 t 6 t1, x ∈ R
n, (11)è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

V (t1, x, k) = d(x,M(k)), k > 0, x ∈ R
n.



6 À. Í. Äàðüèí, À. Á. ÊóðæàíñêèéÂîîáùå ãîâîðÿ, �óíêöèÿ öåíû íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó ãëàäêîé ïî ïåðåìåííîé x. Â òåõòî÷êàõ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè öåíû ïî ïåðåìåííîé x òåðïèò ðàçðûâ, ñëàãàåìîå
〈∂V/∂x,B(t)u + v〉 â óðàâíåíèè (10) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ïðîèçâîäíóþ â íàïðàâëåíèè
B(t)u + v (ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ ñóùåñòâóþò â ñèëó âûïóêëîñòè ïî ïåðåìåííîé
x). Îòìåòèì, ÷òî ïðè÷èíà íåãëàäêîñòè íå òîëüêî â âûáîðå íåäè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèèðàññòîÿíèÿ d(x,M(k)) â êà÷åñòâå êðàåâîãî óñëîâèÿ. Äàæå ïðè çàìåíå ýòîé �óíêöèè íàãëàäêóþ d2(x,M(k)) �óíêöèÿ öåíû ñòàíîâèòñÿ íåãëàäêîé ïðè k = 0, t < t1.Êðàåâîå óñëîâèå (11) îòâå÷àåò �àçîâîìó îãðàíè÷åíèþ (6): ïîñëå èñ÷åðïàíèÿ çàïàñà òîï-ëèâà óïðàâëåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü íóëåâîå çíà÷åíèå. Óðàâíåíèå (11) ïîëó÷àåòñÿ èç(10), åñëè ïîëîæèòü u = 0.Åñëè êàêèì-ëèáî îáðàçîì íàéäåíà �óíêöèÿ öåíû, òî èç íå¼ ìîæíî ñðàçó æå ïîëó÷èòüðåøåíèå çàäà÷è 1. Â ñàìîì äåëå, ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì óðîâíÿ�óíêöèè öåíû:

W[k, t] = {x | V (t, x, k) 6 0},à èñêîìûé ñèíòåç óïðàâëåíèé � ìíîæåñòâî ìèíèìèçèðóþùèõ âåêòîðîâ â (10):
U∗(t, x, k) = Arg min

u∈P(t)

{〈

∂V

∂x
,B(t)u

〉

−
∂V

∂k
‖u‖2

}Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñêàëÿðíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì |u| 6 1ñèíòåç ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
U∗(t, x, k) =















[−1, 1], V (t, x, k) = 0;
u∗, |u∗| 6 1;
−1, u∗ < −1;
1, u∗ > 1,

u∗(t, x, k) = −
1

2∂V
∂k

B′(t)
∂V

∂x
.Â îáùåì ñëó÷àå íàõîæäåíèå �óíêöèè öåíû ñîïðÿæåíî ñ ñóùåñòâåííûìè âû÷èñëèòåëü-íûìè çàòðàòàìè. Â òî æå âðåìÿ, â �îðìóëå äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1) ó÷àñòâóåò íåñàìà �óíêöèÿ öåíû, à ëèøü å¼ ïðîèçâîäíûå ïî ïåðåìåííûì x è k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿâû÷èñëåíèÿ óïðàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî íàéòè ìíîæåñòâà óðîâíÿ �óíêöèè öåíû, è â ÷àñòíîñòèìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè. Îïèøåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåàëèçîâàòü ýòó èäåþ.Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ �óíêöèè öåíû:

V (t, x, k) 6 d(x,W[k, t]). (12)Ïîäñòàâëÿÿ ýòó îöåíêó âìåñòî ñàìîé �óíêöèè â óðàâíåíèå ��ß�Á�À, ìû ïîëó÷àåì äè�-�åðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî
min

u∈P(t)
max

v∈Q(t)

dd2(x,W[k, t])

dt
6 0. (13)Çäåñü ìû âîçâåëè ðàññòîÿíèå â êâàäðàò, ÷òîáû îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íóþ ãëàäêîñòü è èçáå-æàòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ. Èñïîëüçîâàíèå îöåíêè (12) ìîæíî èí-òåðïðåòèðîâàòü è êàê çàìåíó ìíîæåñòâ óðîâíÿ �óíêöèè öåíû {x | V (t, x, k) 6 α} íà ìåíü-øèå ìíîæåñòâà W[k, t] + αB1.Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ, ýêñòðåìàëüíóþ ê ìíîæåñòâó ðàçðåøèìîñòè W[k, t], êàê ìíîæå-ñòâî ìèíèìèçèðóþùèõ âåêòîðîâ â (13):

UW(t, x, k) = Arg min
u∈P(t)

{〈

∂d2(x,W[k, t])

∂x
,B(t)u

〉

−
∂d2(x,W[k, t])

∂k
‖u‖2

}

.



Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèé 7Ïîñëåäíåå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì âèäå:
UW(t, x, k) = Arg min

u∈P(t)

{

〈ℓ0, B(t)u〉 −
∂ρ(ℓ0 | W[k, t])

∂k
‖u‖2

}

,ãäå ℓ0 � åäèíñòâåííûé ìàêñèìèçàòîð â çàäà÷å
〈ℓ, x〉 − ρ(ℓ | W[k, t]) −

1

4
‖ℓ‖2 → max,à ÷åðåç ρ(ℓ | W[k, t]) îáîçíà÷åíà îïîðíàÿ �óíêöèÿ [13℄ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè.Â ñèëó (13) äëÿ òðàåêòîðèé äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (9) ïðè óïðàâëåíèè UWâûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d(x(t1),M(k(t1))) = d(x(t1),W[k(t1), t1]) 6 d(x(t),W[k(t), t]).Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà (x(t), k(t)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ðàçðåøèìîñòè W[k(t), t], òî êî-íå÷íàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè (x(t1), k(t1)) ëåæèò â öåëåâîì ìíîæåñòâå. Ñëåäîâàòåëüíî, óïðàâ-ëåíèå UW ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 1.Âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ìîãóò áûòü îñíîâàíûíà ñëåäóþùåì ýâîëþöèîííîì óðàâíåíèè:
lim
σ↓0

σ−1h+



W[k, t] + σQ(t),
⋃

06γ6k

[

W[γ, t + σ] − (σP(t)) ∩
√

σ(k − γ)B1

]



 = 0, (14)ÿâëÿþùåìñÿ àíàëîãîì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìíîãîçíà÷íûõîòîáðàæåíèé. �àçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ (14) ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-ñÿ êàê îïåðàöèÿ ìíîãîçíà÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ � àíàëîã àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëàË. Ñ. Ïîíòðÿãèíà [3, 14℄.Ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè � íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ. Ñðåäèåãî ðåøåíèé íàõîäÿòñÿ è âíóòðåííèå ýëëèïñîèäàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà ðàçðå-øèìîñòè. Èñïîëüçîâàíèå ýëëèïñîèäàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿåò ïðèáëèçèòü ìíîæåñòâîðàçðåøèìîñòè ìíîãîçíà÷íûìè �óíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ìàëîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, ÿâëÿ-þùèõñÿ ðåøåíèÿìè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è òåì ñàìûì ïîëó÷èòüý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è [5℄.
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�èñ. 1: Ïðèìåð ñèíòåçà óïðàâëåíèé



8 À. Í. Äàðüèí, À. Á. ÊóðæàíñêèéÏðèìåð ñèíòåçà óïðàâëåíèé ïðèâåä¼í íà ðèñ. 1. Ïîçèöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ ïîñòðîåíà äëÿçàäà÷è ñî ñêàëÿðíîé ïåðåìåííîé x. Çàêðàøåííàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâîðàçðåøèìîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ âåêòîðíîãîïîëÿ (u,−‖u‖2). �ðóïïû ñòðåëîê âíóòðè ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè óêàçûâàþò, ÷òî óïðàâ-ëåíèå ìîæåò âûáèðàòü ëþáîå çíà÷åíèå èç P(t).2. Çàäà÷à èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ�àññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè îáîáù¼ííîãî �óíêöèîíàëà òèïà Ìàéåðà�Áîëüöà íàòðàåêòîðèÿõ èìïóëüñíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû:














J(u(·)) = Var
[t0,t1]

U(·) + ϕ(x(t1 + 0)) → inf,

dx(t) = A(t)x(t) dt + B(t) dU(t), t ∈ [t0, t1],

x(t0 − 0) = x0.

(15)Çäåñü x(t) ∈ R
n � �àçîâûé âåêòîð, U(·) ∈ BV ([t0, t1]; R

m) � îáîáù¼ííîå óïðàâëåíèå,
BV ([t0, t1]; R

m) � ïðîñòðàíñòâî �óíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ñî çíà÷åíèÿìè â R
m.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðè÷íûå �óíêöèè A(t) ∈ R

n×n, B(t) ∈ R
n×m íåïðåðûâíû. Êîíå÷-íûé ìîìåíò âðåìåíè t1 çà�èêñèðîâàí. Òåðìèíàëüíîå ñëàãàåìîå ϕ : R

n → R∪{∞} ÿâëÿåòñÿçàìêíóòîé âûïóêëîé �óíêöèåé, ïðèñóòñòâèå êîòîðîé â âûðàæåíèè äëÿ J(u(·)) ïîçâîëèòäàëåå ñ�îðìóëèðîâàòü ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè.Ñïåöèàëüíûé âûáîð ϕ(x) = I(x | {x1})
1 ïðèâîäèò ê èçâåñòíîé çàäà÷å î ïåðåâîäå óïðàâ-ëÿåìîé ñèñòåìû èç òî÷êè x0 â ìîìåíò t0 â òî÷êå x1 â ìîìåíò t1 ïðè ìèíèìàëüíîé âàðèàöèèóïðàâëåíèÿ:















Var
[t0,t1]

U(·) → inf,

dx(t) = A(t)x(t) dt + B(t) dU(t), t ∈ [t0, t1],

x(t0 − 0) = x0, x(t1 + 0) = x1.

(16)Ïåðâûå ïðîãðàììíûå ðåøåíèÿ â çàäà÷å èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ áûëè ïîëó÷åíûÍ. Í. Êðàñîâñêèì [15℄. Â ðàáîòå [16℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ëèíåéíîé èìïóëüñíîé çàäà÷å÷èñëî ñêà÷êîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íå ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü �àçîâîãî ïðîñòðàí-ñòâà.Çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà õîðîøî èçó÷åíû (ñì. [6, 7, 16, 17, 18, 19, 20℄) è ìîãóò áûòüðåøåíû ïðèìåíåíèåì ìåòîäîâ �óíêöèîíàëüíîãî è âûïóêëîãî àíàëèçà. �åøåíèåì ïðè ýòîìÿâëÿåòñÿ ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå. Íàïðîòèâ, â ýòîé ñòàòüå íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ðåøåíèåçàäà÷è ìåòîäàìè äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äàþùåå óïðàâëåíèå â âèäå ñòðàòåãèèñ îáðàòíîé ñâÿçüþ. �àññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ñèñòåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò ñî÷åòàòü êëàññè÷å-ñêóþ òåîðèþ ðàñïðåäåëåíèé ñ òåîðèåé îáîáù¼ííûõ (âÿçêîñòíûõ) ðåøåíèé ([21, 22, 23℄ äëÿñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ òèïà �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà (��ß�Á) (ñì. [24℄). Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò òàêæå ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è ñ âûñøèìèïðîèçâîäíûìè äåëüòà-�óíêöèé (ñì. [25℄).2.1. Èäåàëüíàÿ ñõåìàÁóäåì íàçûâàòü �óíêöèåé öåíû V (t0, x0) çàäà÷è (15) îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèî-íàëà J(U(·)) ïðè �èêñèðîâàííîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè (t0, x0). Èíîãäà áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ1×åðåç I(x | A) îáîçíà÷åíà èíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâà A (ðàâíàÿ íóëþ íà ìíîæåñòâå A è +∞âíå A).



Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèé 9ðàçâ¼ðíóòîå îáîçíà÷åíèå V (t0, x0; t1, ϕ(·)), ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îïòèìàëüíîãîçíà÷åíèÿ V (t0, x0) îò êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t1 è òåðìèíàëüíîé �óíêöèè ϕ(·).Îáîçíà÷èì ÷åðåç W (t0, x0) = W (t0, x0; t1, x1) ìèíèìàëüíóþ âàðèàöèþ óïðàâëåíèÿ â çà-äà÷å (16). Êàê óæå áûëî óêàçàíî ðàíåå, W (t0, x0; t1, x1) = V (t0, x0; t1,I( · | {x1})).Çàäà÷ó (15) ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè:
• íàéòè îïòèìàëüíóþ êîíå÷íóþ òî÷êó òðàåêòîðèè x1;
• íàéòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå U(·) â çàäà÷å (16) ïðè óñëîâèè x(t1 + 0) = x1.Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ êðàòêî ñ�îðìóëèðîâàíî ðåøåíèå âòîðîé ïîäçàäà÷è â �îðìåïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîäðîáíî îïèñàííîå â [6, 25℄:Óòâåðæäåíèå 1. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå â çàäà÷å (16) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ââèäå

W (t0, x0; t1, x1) = sup
p∈Rn

〈p, x1 − X(t1, t0)x0〉

‖B′(·)X ′(t1, ·)p‖C[t0,t1]

. (17)Çäåñü X(t, τ) � �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, òî åñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ ìàòðè÷-íîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ∂X/∂t = A(t)X, X(τ, τ) = I.Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè W (t0, x0) < ∞, òî ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå ïðîãðàììíîåóïðàâëåíèå U(·) ñïåöèàëüíîãî âèäà:
dU(t) =

n
∑

i=1

hiδ(t − τi) dt, (18)
t0 6 τ1 < τ2 < . . . < τn 6 t1, ui ∈ R

m,

Var
[t0,t1]

U(·) =
n

∑

i=1

‖hi‖ = V (t0, x0).Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè âîçìîæíî ïåðåâåñòè óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó èç ïîçèöèè (t0, x0) â
(t1, x1), òî ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå âà-ðèàöèè W (t0, x0). Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ñîñòàâëåííîå èç íåáîëåå ÷åì n ñêà÷êîâ, ãäå n � ðàçìåðíîñòü âåêòîðà x.Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (17), ìîæíî çàïèñàòü �óíêöèþ öåíû çàäà÷è (15) â âèäå

V (t0, x0) = min
x1∈Rn

{ϕ(x1) + W (t0, x0; t1, x1)}. (19)Ýòî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Òåîðåìà 1. Åñëè V (t0, x0) < ∞, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå U(·)âèäà (18), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî J(U(·)) = V (t0, x0).Ââåä¼ì ñëåäóþùóþ ïîëóíîðìó íà R
n:

‖p‖[t0,t1] =
∥

∥B′(t)X ′(t1, ·)p
∥

∥

C[t0,t1]òîãäà ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü �óíêöèþ öåíû â âèäå
V (t0, x0) = sup

p∈Rn

[

〈p,X(t1, t0)x0〉 − ϕ∗(p) − I
(

p
∣

∣

∣ B‖·‖[t0,t1]

)]

. (20)Çäåñü B‖·‖[t0,t1]
� åäèíè÷íûé øàð â óêàçàííîé ïîëóíîðìå, à ϕ∗(p) � ñîïðÿæ¼ííàÿ �óíêöèÿïî Ôåíõåëþ ê ϕ(x) [13℄. Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:



10 À. Í. Äàðüèí, À. Á. ÊóðæàíñêèéÒåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ öåíû V (t0, x0) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî ïåðåìåííîé x, è ñîïðÿæ¼í-íàÿ ê íåé �óíêöèÿ çàäà¼òñÿ �îðìóëîé
V ∗(t0, p) = ϕ∗(X ′(t0, t1)p) + I

(

X ′(t0, t1)p
∣

∣

∣
B‖·‖[t0,t1]

)

. (21)Èñïîëüçóÿ (21), ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ öåíû V (t, x; t1, ϕ(·)) çàäà÷è (15) óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó îïòè-ìàëüíîñòè, êîòîðûé ìîæåò áûòü çàïèñàí â �îðìå ïîëóãðóïïîâîãî ñâîéñòâà: äëÿ êàæäîãîìîìåíò âðåìåíè τ ∈ [t0, t1] âåðíî
V (t0, x0; t1, ϕ(·)) = V (t0, x0; τ, V (τ, ·; t1, ϕ(·))).Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò çàäà÷ ñ îãðàíè÷åííûìè óïðàâëåíèÿìè, â îáùåì ñëó÷àå çäåñüèìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî V (t1, x; t1, ϕ(·)) 6 ϕ(x), êîòîðîå ìîæåò áûòü ñòðîãèì: èç (21) ñëå-äóåò, ÷òî

V ∗(t1, p) = ϕ∗(p) + I(B(t1)p | B1).Íàïðèìåð, åñëè ϕ(x) = I(x | {x1}) è B(t1) = I, òî V (t1, x; t1, ϕ(·)) = ‖x − x1‖ ≤ ϕ(x).Òåîðåìà 4. Ôóíêöèÿ öåíû V (t, x) ÿâëÿåòñÿ âÿçêîñòíûì ðåøåíèåì [21℄ óðàâíåíèÿ�àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà:
min {H1(t, x, Vt, Vx), H2(t, x, Vt, Vx)} = 0, (22)

V (t1, x) = V (t1, x; t1, ϕ(·)).

H1(t, x, ξt, ξx) = ξt + 〈ξx, A(t)x〉, H2(t, x, ξt, ξx) = min
u∈S1

〈ξx, B(t)u〉 + 1.Â ñîîòâåòñòâèè ñ (22) â ëþáîé ïîçèöèè (t, x) óïðàâëåíèå îäíó èç äâóõ âîçìîæíîñòåé.Ëèáî H1 = 0, è òîãäà ìîæíî âûáðàòü dU(t) = 0; ëèáî H1 > 0, òîãäà îáÿçàòåëüíî H2 = 0,è óïðàâëåíèå äîëæíî ñîâåðøèòü ñêà÷îê â íàïðàâëåíèè −B′(t)Vx. Âåëè÷èíà ñêà÷êà äîëæíàáûòü âûáðàíà òàê, ÷òîáû ïîñëå ñêà÷êà ñíîâà áûëî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî H1 = 0.Îäíàêî, ïîäîáíîå ðàññóæäåíèå íå ïðèâîäèò ê ïîëíîöåííîìó îïðåäåëåíèþ ñèíòåçèðóþ-ùåé ñòðàòåãèè, ïîñêîëüêó âñ¼ åù¼ íå ÿñíî, ÷òî áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé óïðàâëÿåìàÿ ñèñòå-ìà, â êîòîðóþ â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ ïîäñòàâëåí ñèíòåç. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ïðåîäîëåíèþýòîé òðóäíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ðàñøèðåííîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñè-ñòåìû [20, 19, 27℄:










dx

ds
= A(t(s))x(s) · ut(s) + B(t(s))ux(s),

dt

ds
= ut(s).

(23)Çäåñü ïåðåìåííàÿ s îòâå÷àåò çà ïàðàìåòðèçàöèþ òðàåêòîðèé ïåðåìåííûõ x è t, s ∈ [0, S],ïðè ýòîì ïðàâûé êîíåö S íå çàêðåïë¼í. Íà ðàñøèðåííîå óïðàâëåíèå u(s) = (ux(s), ut(s)) ∈
R

m ×R íàëîæåíî æ¼ñòêîå (ãåîìåòðè÷åñêîå) îãðàíè÷åíèå u(s) ∈ B1 × [0, 1]. Èñõîäíîé çàäà÷åèìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ (15) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû (23):










J(u(·)) =

∫ S

0
‖ux(s)‖ ds + ϕ(x(S)) → inf,

t(0) = t0, t(S) = t1.

(24)Èçâåñòíî [20℄, ÷òî ëþáîå èìïóëüñíîå óïðàâëåíèè è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òðàåêòîðèÿèñõîäíîé ñèñòåìû (15) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê ðåãóëÿðíîå óïðàâëåíèå è íåïðåðûâíàÿ



Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèé 11òðàåêòîðèÿ ðàñøèðåííîé ñèñòåìû (23), è ÷òî ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ñèñòåìû (15) âñþäóïëîòíî âî ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé (23).Ôóíêöèÿ öåíû çàäà÷è (24) ÿâëÿåòñÿ âÿçêîñòíûì ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ�àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà:
min

ut∈[0,1]
ux∈B1

H(t, x, Vt, Vx, ut, ux) = 0, (25)
H(t, x, τ, ξ, ut, ux) =

{

[τ + 〈ξ,A(t)x〉]ut + [〈ξ,B(t)ux〉 + ‖ux‖]
}

= 0,÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ��ß�Á (22) â çàäà÷å èìïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ.Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (25), âîçìîæíî îïðåäåëèòü ñèíòåç óïðàâëåíèé â çàäà÷å (24) êàê ìíî-æåñòâî ìèíèìèçàòîðîâ â óðàâíåíèè (25):
U∗(t, x) =

⋃

(τ,ξ)∈∂CV

{

u
∣

∣ H(t, x, τ, ξ, ut, ux) = 0
}

, (26)Çäåñü ∂CV � äè��åðåíöèàë Êëàðêà [28℄ �óíêöèè öåíû ïî îáåèì ïåðåìåííûì (t, x).Ïîñêîëüêó ñèñòåìà (23) îïèñûâàåò âñå òðàåêòîðèè â çàäà÷å (15), óïðàâëåíèå (26) ìîæíîðàññìàòðèâàòü êàê ñèíòåç óïðàâëåíèé äëÿ çàäà÷è (15).Ïîñëå ïîäñòàíîâêè óïðàâëåíèÿ (26) ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ-÷åíèÿ
d

ds

(

x
t

)

∈

{(

A(t)x B(t)
1 0

)

u

∣

∣

∣

∣

u ∈ U∗(t, x)

}

. (27)Â ñèëó òîãî, ÷òî ñèíòåç U∗(t, x) ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó ïî ïåðåìåííûì (t, x)ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ñ íåïóñòûìè âûïóêëûìè êîìïàêòíûìè çíà÷åíèÿìè (÷òî ñëå-äóåò èç ñâîéñòâ äè��åðåíöèàëà Êëàðêà), ðåøåíèÿ ñèñòåìû (27) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿþòñÿïðîäîëæàåìûìè íà îáëàñòü (t, x) ∈ [t0, t1]×R
n (ñì. [10℄). Ëþáàÿ îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ âçàäà÷å (15) óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷åíèþ (27). Äðóãèì ñëîâàìè, äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå(27) ïîðîæäàåò âñå âîçìîæíûå îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè. Òåì íå ìåíåå, îñòà¼òñÿ îòêðûòûìâîïðîñ î òîì âñå ëè òðàåêòîðèè (27), äîñòèãàþùèå ïëîñêîñòè t = t1, ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëü-íûìè.2.2. Ñõåìà äâîéíîãî îãðàíè÷åíèÿÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàëàñü èäåàëüíàÿ ñõåìà, â êîòîðîé ðåøåíèåì çàäà÷èóïðàâëåíèÿ ÿâëÿëèñü îáîáù¼ííûå �óíêöèè. Òåïåðü ìû ïðåäñòàâèì ¾ðåàëèñòè÷íûé¿ ïîä-õîä, â êîòîðîì óïðàâëåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûå �óíêöèè, îäíàêî ÷èñëî, îãðàíè÷èâà-þùåå íîðìó óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì è ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.Íàëîæèì íà óïðàâëåíèå â çàäà÷å (15) äîïîëíèòåëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå,

u(t) ∈ Bµ, è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ:


















J(u(·)) =

∫ t1

t0

‖u(t)‖ dt + ϕ(x(t1)) → inf,

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), t ∈ [t0, t1],

x(t0) = x0, ‖u(t)‖ 6 µ.

(28)�åøåíèå â çàäà÷å (28) ñóùåñòâóåò â ñèëó òåîðåìû Âåéåðøòðàññà: ìíîæåñòâî äîïóñòè-ìûõ óïðàâëåíèé ñëàáî êîìïàêòíî (îíî îãðàíè÷åíî, çàìêíóòî è âûïóêëî â ïðîñòðàíñòâå
L2([t0, t1]; R

m)), à ìèíèìèçèðóåìûé �óíêöèîíàë J(u(·)) ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó (òàêêàê îí ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó â L2([t0, t1]; R
m)).



12 À. Í. Äàðüèí, À. Á. ÊóðæàíñêèéÔóíêöèÿ öåíû Vµ(t0, x0) = Vµ(t0, x0; t1, ϕ(·)) â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ âÿçêîñòíûì ðåøå-íèåì [21℄ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà
∂Vµ

∂t
+ min

u∈µB1

{〈

∂Vµ

∂x
,A(t)x(t) + B(t)u

〉

+ ‖u‖

}

= 0 (29)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Vµ(t1, x) = ϕ(x). Ñëåäîâàòåëüíî, êðîìå íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõñëó÷àåâ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äîëæíî ëèáî ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ñ�åðû Sµ, ëèáî ðàâ-íÿòüñÿ íóëþ.Ôóíêöèÿ öåíû çàäà÷è (28) ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå â êîíå÷íî-ìåðíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè:
Vµ(t, x) = sup

p∈Rn

{

〈p,X(t1, t0)x0〉 − µ

∫ t1

t

(∥

∥B′(τ)X ′(t1, τ)p
∥

∥ − 1
)

+
dτ − ϕ∗(p)

}

, (30)à ñîïðÿæ¼ííàÿ ê íåé �óíêöèÿ ïî ïåðåìåííîé x çàäà¼òñÿ �îðìóëîé
V ∗

µ (t, p) = ϕ∗(p) + µ

∫ t1

t

(∥

∥B′(τ)X ′(t1, τ)p
∥

∥ − 1
)

+
dτ. (31)Çäåñü a+ = max {a, 0}.Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè µ ê áåñêîíå÷íîñòè âûðàæåíèÿ (30), (31) ïðåâðàùàþòñÿ ñî-îòâåòñòâåííî â (20) è (21). Äëÿ ñëó÷àÿ x ∈ R

1 ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ îöåíêó ñêîðîñòèñõîäèìîñòè: äëÿ êàæäîé ïîçèöèè (t, x) ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
0 6 V (t, x) − Vµ(t, x) = Cµ−1Óðàâíåíèå ��ß�Á (22) òàêæå ìîæåò áûòü �îðìàëüíî ïîëó÷åíî èç (29) â ïðåäåëå ïðè µ → ∞.Îïòèìàëüíûé ñèíòåç óïðàâëåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ìèíèìèçàòîðîâ â (29),è â òî÷êàõ äè��åðåíöèðóåìîñòè Vµ(t, x) ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U∗
µ(t, x) =















{0}, ‖ζ‖ < 1;
[0,−µζ], ‖ζ‖ = 1;
{

−µ
ζ

‖ζ‖

}

, ‖ζ‖ > 1,
(32)ãäå ζ = B′(t)

∂Vµ

∂x
. Ñòðàòåãèÿ (32) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðîäîëæàåìîñòèòðàåêòîðèé ïðîñèíòåçèðîâàííîé ñèñòåìû, çàïèñàííîé â �îðìå äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ-÷åíèÿ [10℄:

ẋ(t) ∈ A(t)x(t) + B(t)U∗
µ(t, x). (33)Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îá óñïîêîåíèè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ìà-ÿòíèêà èìïóëüñíûì óïðàâëåíèåì:







































Var
[t0,t1]

U(·) → inf,

{

dx1(t) = x2(t) dt,

dx2(t) = −ω2
0x1(t) dt − 2αx2(t) + dU(t),

t0 6 t 6 t1,

x1(t0 − 0) = x0
1, x2(t0 − 0) = x0

2,

x1(t1 + 0) = 0, x2(t1 + 0) = 0.Â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âûáåðåì ω0 = 5, α = 3, t0 = 0, t1 = π/8.



Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â çàäà÷àõ ñèíòåçà óïðàâëåíèé 13Ïðèâåä¼ì òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Â îòñóòñòâèå óïðàâëåíèÿ (dU(t) = 0) äâèæåíèÿñèñòåìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì ω = 4 è êîý��èöèåíòîìçàòóõàíèÿ α = 3:
x1(t) = e−3t(C1 cos 4t + C2 sin 4t).Âñëåäñòâèå çàòóõàíèÿ óïðàâëåíèþ ñëåäóåò æäàòü äî òåõ ïîð, ïîêà ìàÿòíèê íå îêàæåòñÿ âíèæíåé òî÷êå (x1 = 0) è çàòåì îäíèì èìïóëüñîì îñòàíîâèòü äâèæåíèå. Îäíàêî íå èç âñåõíà÷àëüíûõ ïîçèöèé ìàÿòíèê äîñòèãíåò íèæíåãî ïîëîæåíèÿ äî êîíå÷íîãî ìîìåíòà t1. Åñëèâ òåêóùåé ïîçèöèè (t, x) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h1 = x2 + x1(3 + 4 tg 4t) > 0,òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå èìååò ñêà÷îê â ýòîò ìîìåíò ñ àìïëèòóäîé h1. Äàëåå óïðàâ-ëåíèå äîëæíî æäàòü òîãî ìîìåíòà, êîãäà x1 = 0 (òàêîé ìîìåíò îáÿçàòåëüíî íàñòàíåò) èñîâåðøàòü ñêà÷îê ñ àìïëèòóäîé h2 = −x2, ïðèâîäÿùèé ñèñòåìó ïðÿìî â íà÷àëî êîîðäèíàò.Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè, âûïóùåííûå â ìîìåíò t = 0 ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Ñïëîøíûìè ëè-íèÿìè óêàçàíû íåïðåðûâíûå ÷àñòè òðàåêòîðèé, òîíêèì ïóíêòèðîì � ñêà÷îê â íà÷àëüíûéìîìåíò, æèðíûì ïóíêòèðîì � ñêà÷îê â êîíå÷íûé ìîìåíò.Ñîîòâåòñòâóþùèé ñèíòåç óïðàâëåíèé, ïîëó÷åííûé ïðè äâîéíîì îãðàíè÷åíèè, îïðåäå-ëÿåìûé �îðìóëîé (32) (äëÿ t = 0) ïðèâåä¼í íà ðèñ. 3. Îòìåòèì, ÷òî �àçîâîå ïðîñòðàí-ñòâî ðàñïàäàåòñÿ çäåñü íà ÷åòûðå îáëàñòè: òðè îáëàñòè R0, R−µ, Rµ îòâå÷àþò çíà÷åíèÿìóïðàâëåíèÿ 0, µ, −µ, à âíåøíÿÿ îáëàñòü R∅ ñîäåðæèò òå íà÷àëüíûå ïîçèöèè, èç êîòîðûõíåâîçìîæíî äîñòè÷ü íà÷àëà êîîðäèíàò çà óñòàíîâëåííîå âðåìÿ (òî åñòü çàäà÷à íå èìååòðåøåíèÿ).Ïðè ñòðåìëåíèè µ ê áåñêîíå÷íîñòè ó÷àñòîê R0 çàïîëíÿåò òå îáëàñòè, ãäå èìïóëüñíîåóïðàâëåíèå íå èìåëî ñêà÷êà, à ó÷àñòêè R−µ è Rµ çàïîëíÿþò òå îáëàñòè, ãäå èìïóëüñíîåóïðàâëåíèå èìåëî ñêà÷îê â ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòîðîíó (ðèñ. 4).
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�èñ. 2: Èäåàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìûÑïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Êðàñîâñêèé Í. Í. Ê çàäà÷å îá óñïîêîåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû ïðè ìèíèìàëüíîé èíòåí-ñèâíîñòè óïðàâëåíèÿ // ÏÌÌ. 1965. Ò. 29. � 2. Ñ. 218�225.[2℄ Êóðæàíñêèé À. Á. Àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàë Ïîíòðÿãèíà â òåîðèè ñèíòåçà óïðàâ-ëåíèé // Òðóäû ÌÈÀÍ. 1999. Ò. 224. Ñ. 234�248.
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�èñ. 3: Ñèíòåç óïðàâëåíèé ïðè äâîéíîì îãðàíè÷åíèè
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�èñ. 4: Ñõîäèìîñòü óïðàâëåíèÿ ïðè äâîéíîì îãðàíè÷åíèè ê èìïóëüñíîìó óïðàâëåíèþ[3℄ Ïîíòðÿãèí Ë. Ñ. Î ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èãðàõ II // Äîêëàäû ÀÍ ÑÑÑ�.1967. Ò. 175. � 4. Ñ. 910�912.[4℄ Êðàñîâñêèé Í. Í. Èãðîâûå çàäà÷è î âñòðå÷å äâèæåíèé. Ì.: Íàóêà, 1970.[5℄ Kurzhanski A. B., V�alyi I. Ellipsoidal Cal
ulus for Estimation and Control. SCFA.Boston: Birkh�auser, 1997.[6℄ Êðàñîâñêèé Í. Í. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì. Ì.: Íàóêà, 1968.[7℄ Êóðæàíñêèé À. Á. Óïðàâëåíèå è íàáëþäåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Ì.: Íàóêà,1977.[8℄ Äàðüèí À. Í., Êóðæàíñêèé À. Á. Íåëèíåéíûé ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ïðè äâîéíûõ îãðà-íè÷åíèÿõ // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2001. Ò. 37. � 11. Ñ. 1476�1484.[9℄ Äàðüèí À. Í., Êóðæàíñêèé À. Á. Óïðàâëåíèå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðè äâîé-íûõ îãðàíè÷åíèÿõ // Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 2003. Ò. 39. � 11. Ñ. 1474�1486.[10℄ Ôèëèïïîâ À. Ô. Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ì.: Íàóêà,1985.
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