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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ, â êîòîðîé óïðàâëåíèå ñòåñíåíî ãåîìåòðè÷å-

ñêèì è èíòåãðàëüíûì îãðàíè÷åíèåì, è êðîìå òîãî ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íåëè-

íåéíî çàâèñèò îò òåêóùåãî ðåçåðâà ïî èíòåãðàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ. Äîêàçàíî, ÷òî

ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-

íî, òî åñòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà â íåêîòîðîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì.

Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ öåíû ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì äî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè.

Ââåäåíèå

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïðàâëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèåì, êîãäà óïðàâëåíèå ñòåñíåíî ãåîìåòðè÷åñêèì è èíòåãðàëüíûì îãðàíè÷åíèåì, è

êðîìå òîãî ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå çàâèñèò îò òåêóùåãî ðåçåðâà ïî èíòåãðàëü-

íîìó îãðàíè÷åíèþ, ïðè÷åì ýòà çàâèñèìîñòü íåëèíåéíàÿ. Ýòî áîëåå îáùàÿ ïîñòàíîâêà

ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé îá óïðàâëåíèè ïðè äâîéíîì îãðàíè÷åíèè [1, 2]. Îíà ïîçâîëÿ-

åò, íàïðèìåð, ó÷èòûâàòü íå òîëüêî îãðàíè÷åííîñòü çàïàñà òîïëèâà ó òðàíñïîðòíîãî

ñðåäñòâà, íî è èçìåíåíèÿ â åãî ðåàêöèè íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ñâÿçàííûå ñ

óìåíüøåíèåì ìàññû òîïëèâà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âíà÷àëå ïðèìåíÿåòñÿ Ïðèíöèï Ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, ñ ïî-

ìîùüþ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ óïðàâëåíèå, ìàêñèìèçèðóþùåå ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, è

â ÷àñòíîñòè óïðàâëåíèå, ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â òðåáóåìîì íàïðàâëåíèè, òî åñòü ôàêòè-

÷åñêè ñòðîèòñÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, òî åñòü ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì. Ïðèâîäèòñÿ

÷èñëåííûé àëãîðèòì äëÿ îäíîâðåìåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû,

à òàêæå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ ÷åðåç ýòè ðåøåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå àíà-

ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî â äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ,

íàïðèìåð äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû (ýòîò ñëó÷àé ðàçîáðàí îòäåëüíî). Ðåøèâ çàäà÷ó â

0Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû �Óíèâåðñèòåòû Ðîññèè �
Ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ� (ãðàíò � ÓÐ.3.3.07) è ÐÔÔÈ (ãðàíò � 03-01-00663).
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îáðàòíîì âðåìåíè, òî åñòü ïîñòðîèâ ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè ìîæíî óêàçàòü ñèíòåç

óïðàâëåíèé, èñïîëüçóÿ ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: â ðàáîòå ïîêàçàíî,

÷òî ôóíêöèÿ öåíû ñîâïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì äî ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè, ÷òî èçáàâ-

ëÿåò îò íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, äâèæåíèÿ êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-

íåíèÿìè {
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

k̇(t) = −‖u(t)‖2
R(t),

t ∈ T = [t0, t1]. (1.1)

Çäåñü x(t) ∈ Rn � òåêóùåå ïîëîæåíèå ñèñòåìû, u(t) ∈ Rm � âåêòîð óïðàâëåíèÿ, k(t)

� òåêóùèé çàïàñ ýíåðãèè óïðàâëåíèÿ.

Óïðàâëåíèå ñòåñíåíî ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì

‖u(t)‖Q(t) 6 µ(k(t)), (1.2)

òî åñòü âîçìîæíîñòè óïðàâëåíèÿ çàâèñÿò îò òåêóùåãî çàïàñà ýíåðãèè. Åñëè çíà÷åíèå

k∗ = sup {k | µ(k) 6 0} êîíå÷íî, òî óïðàâëåíèå áóäåò àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿòü è

èíòåãðàëüíîìó îãðàíè÷åíèþ∫ t1

t0

‖u(t)‖2
R(t) dt 6 k(t0)− k∗,

òàê êàê ïðè äîñòèæåíèè çíà÷åíèÿ k(t) = k∗ åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì çíà÷åíèåì

óïðàâëåíèÿ ñòàíåò íóëåâîé âåêòîð.

Óïðàâëåíèÿ u(·) ∈ L2(t), ïî÷òè âñþäó óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèþ (1.2), áóäåò

íàçûâàòü äîïóñòèìûìè, à ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé áóäåò îáîçíà÷àòü

÷åðåç U. Î÷åâèäíî, ÷òî îäíî è òî æå óïðàâëåíèå óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü äîïóñòèìûì

ïðè îäíîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè k(t0) è íå áûòü äîïóñòèìûì ïðè äðóãîì çíà÷åíèè, ïî-

ýòîìó ìíîæåñòâî U çàâèñèò îò k(t0) � ÷åì áîëüøå k(t0), òåì áîëüøå óïðàâëåíèé âêëþ-

÷àåò U. Äàëåå ìû áóäåò ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå k(t0) ôèêñèðîâàíî, ïðè÷åì µ(k(t0)) > 0.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðè÷íûå ôóíêöèè A(t), B(t), Q(t) è R(t) íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìû, à Q(t) è R(t) êðîìå òîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû â êàæäûé ìîìåíò

âðåìåíè.
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Çàäà÷à 1. Íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·) ∈ U, ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó â êîíå÷íûé

ìîìåíò âðåìåíè t1 íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â çàðàíåå çàäàííîì íàïðàâ-

ëåíèè `, òî åñòü óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó

〈`, x(t1)〉 = 〈`, x(t0)〉 +

∫ t1

t0

〈`, A(t)x(t) +B(t)u(t)〉 dt.

Â äàëüíåéøåì âìåñòî ýòîé çàäà÷è áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ áîëåå îáùàÿ

Çàäà÷à 2. Íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·) ∈ U, äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì èíòå-

ãðàëüíîìó ôóíêöèîíàëó

J(u(·)) = 〈h(·), u(·)〉 =

∫ t1

t0

〈h(t), u(t)〉 dt. (1.3)

Çàäà÷à 1 ñòàíîâèòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è 2, åñëè ïîëîæèòü h(t) = BT (t)s(t),

ãäå s(t) � ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû ṡ(t) = −AT (t)s(t), s(t1) = `.

2. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïðîèçâåäåì âíà÷àëå çàìåíó u(t) → µ(k(t))u(t), ÷òîáû ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå

íå çàâèñåëî îò ôàçîâîé êîîðäèíàòû k. Ïîñëå ýòîé çàìåíû ïîëó÷àåì çàäà÷ó îá îòûñ-

êàíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

k̇(t) = −µ2(k(t))‖u(t)‖2
R(t), J(u(·)) =

∫ t1

t0

µ(k(t))〈h(t), u(t)〉 dt. (2.1)

Çäåñü óïðàâëåíèå ïðèíàäëåæèò ýëëèïñîèäó U =
{
‖u(t)‖2

Q(t) 6 1
}
.

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ñèñòåì ñ çàêðåïë¼ííûì âðåìåíåì è ñâîáîäíûì

ïðàâûì êîíöîì [3, Òåîðåìà 7], ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü ôóíêöèè µ(k) è h(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû1. Äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó òðàåêòîðèÿ k(t) äî-

ñòàâëÿëè ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà (1.3) íà îòðåçêå [t0, t1], íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå

òàêîé íåíóëåâîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ψ(t), óäîâëåòâîðÿþùåé äèôôåðåíöèàëüíîìó

óðàâíåíèþ

ψ̇(t) = −µ′(k(t))
(
〈h(t), u(t)〉 − 2ψ(t)µ(k(t))‖u(t)‖2

R(t)

)
, ψ(t1) = 0, (2.2)

÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1] ôóíêöèÿ

H(ψ, k, t, u) = µ(k)〈h(t), u〉 − ψµ2(k)‖u‖2
R(t)

1Çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî íåïðåðûâíàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè µ(k) òðåáóåòñÿ
íà ìíîæåñòâå {k | µ(k) > 0}
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ïåðåìåííîé u ∈ U äîñòèãàåò â òî÷êå u = u(t) ìàêñèìóìà

H(ψ(t), k(t), t, u(t)) = M(ψ(t), k(t), t). (2.3)

2.1. Ñëåäñòâèÿ èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Çàïèñàâ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà-

÷è ìàêñèìèçàöèè (2.3), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

Ëåììà 1. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, îïðåäåëÿåìîå ïðèíöèïîì ìàêñèìóìà (2.3), âû-

ðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

u(t) =
1

2

(
µ2(k(t))ψ(t)R(t) + λQ(t)

)−1
µ(k(t))h(t), (2.4)

ãäå λ > 0 � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, îòâå÷àþùèé îãðàíè÷åíèþ ‖u(t)‖2
Q(t) 6 1. Îïòè-

ìàëüíîå óïðàâëåíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà îäíîâðåìåííî

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè λ
(
‖u(t)‖2

Q(t) − 1
)

= 0. Â ñëó-

÷àå îäíîâðåìåííîãî ðàâåíñòâà íóëþ h(t) è ψ(t) óïðàâëåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå

çíà÷åíèå èç U .

Îòìåòèì, ÷òî óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà, áóäåò íåïðåðûâ-

íûì, ôóíêöèÿ ψ(t) 6= 0 íà [t0, t1), è êóñî÷íî íåïðåðûâíûì, åñëè ψ(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü

â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.

Èçó÷èì îòäåëüíî ñëó÷àè λ = 0 è λ > 0, ò.å. êîãäà ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå

àêòèâíî èëè íåàêòèâíî â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

1. Ñëó÷àé λ = 0 (îãðàíè÷åíèå íåàêòèâíî). Èç (2.4) ïîëó÷àåì

u(t) =
1

2ψ(t)µ(k(t))
R−1(t)h(t), (2.5)

è ïðè ïîäñòàíîâêå â (2.2) èìååì ψ̇(t) = 0.

2. Ñëó÷àé λ > 0. Â ýòîì ñëó÷àå èç óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè âûâîäèì ðà-

âåíñòâî ‖u(t)‖2
Q(t) = 1, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåå âûáîð λ.

Ëåììà 2. Ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ = λ(t, k, ψ) ñâÿçàí ñ ôóíêöèåé ψ(·) ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèåì:

ψ̇(t) = −2
µ′(k(t))

µ(k(t))
λ(t, k(t), ψ(t)). (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â âèäå (äëÿ

êðàòêîñòè îïóñòèì çàâèñèìîñòü îò t):

u =
µ(k)

2
Q−1

2

(
µ2(k)ψQ−1

2RQ−1
2 + λI

)−1

Q−1
2h.
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Ïóñòü s1, . . . , sm � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñàìîñîïðÿæ¼ííîãî îïåðàòîðàQ−1
2RQ−1

2 ,

à ν1, . . . , νm � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: Q−1
2RQ−1

2 si = νisi. Ðàçëîæèì

âåêòîð Q−1
2h ïî ýòîìó áàçèñó: Q−1

2h =
∑m

i=1 qisi, è ïîäñòàâèì ýòî ðàçëîæåíèå â ôîð-

ìóëó äëÿ óïðàâëåíèÿ:

u =
µ(k)

2
Q−1

2

m∑
i=1

1

µ2(k)ψνi + λ
qisi. (2.7)

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå ‖u(t)‖2
Q(t) = 1 ïðèíèìàåò âèä

µ2(k)

4

m∑
i=1

q2
i

(µ2(k)ψνi + λ)2 = 1. (2.8)

Ïîäñòàâèì òåïåðü ôîðìóëó (2.7) â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ψ:

ψ̇ = −µ′(k)

µ(k)

2

m∑
i=1

qi

〈
Q−1

2h, si

〉
µ2(k)ψνi + λ

− ψ
µ3(k)

2

m∑
i=1

〈
Q−1

2RQ−1
2 qisi, qisi

〉
(µ2(k)ψνi + λ)2

 =

= −µ′(k)

(
µ(k)

2

m∑
i=1

q2
i

µ2(k)ψνi + λ
− ψ

µ3(k)

2

m∑
i=1

νiq
2
i

(µ2(k)ψνi + λ)2

)
=

= −µ
′(k)µ(k)

2

m∑
i=1

λq2
i

(µ2(k)ψνi + λ)2 = −µ
′(k)µ(k)

2

4λ

µ2(k)
= −2

µ′(k)

µ(k)
λ.

�

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.6) âåðíî è ïðè λ = 0.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(k) íåóáûâàþùàÿ (íåâîçðàñòàþùàÿ). Òîãäà, ïîñêîëüêó

λ > 0, òî ïåðåìåííàÿ ψ íåîòðèöàòåëüíà è íå âîçðàñòàåò (íåïîëîæèòåëüíà è íå

óáûâàåò).

Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé νi àíàëèòè÷åñêîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) îòíîñèòåëüíî λ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà âûñî-

êîé ñòåïåíè. Åñëè æå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òîëüêî îäíî, òî åñòü Q−1
2RQ−1

2 = νI, òî

çíà÷åíèå λ íàõîäèòñÿ â ÿâíîì âèäå:

λ(t, k(t), ψ(t)) = µ(k(t))
(

1
2
‖h(t)‖Q−1(t) − νµ(k(t))ψ(t)

)
. (2.9)

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ôóíêöèÿ µ(k(t)) âñþäó ïîëî-

æèòåëüíà. Ñëåäóþùàÿ ëåììà äàåò óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.
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Ëåììà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(k) äèôôåðåíöèðóåìà, â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè k∗

ñòðîãî âîçðàñòàåò è èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè íå ìåíåå 1
2
, òî åñòü µ(k − k∗) =

O
(
(k − k∗)

1
2

)
. Òîãäà å¼ çíà÷åíèå âäîëü ëþáîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû ïîëîæèòåëüíî:

µ(k(t)) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ µ(k) âñþäó ïîëîæèòåëüíà, òî óòâåðæäåíèå òðèâè-

àëüíî. Ïóñòü òåïåðü ýòî íå òàê, òî åñòü ÷èñëî k∗ êîíå÷íî. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò çíà-

÷åíèå µ(k0) ïîëîæèòåëüíî. Çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè µ â ñèëó ñèñòåìû:

µ̇(k(t)) = −µ′(k(t))µ2(k(t))‖u(t)‖2
R(t).

Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè µ(k(θ)) =

0 äëÿ ïðîèçâîëüíîãî θ ∈ [t0, t1]. Ñ÷èòàÿ óïðàâëåíèå è ìàòðèöó R(t) äîñòàòî÷íî ãëàä-

êèìè ôóíêöèÿìè, äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ áóäåò äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

ôóíêöèÿ f(µ) = µ′(k(t))µ2(k(t)) áûëà íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó. Ïî òåîðåìå îá îáðàò-

íîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ κ(µ), îïðåäåëåííàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ â ïðàâîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè µ = 0. Åñëè ôóíêöèÿ µ(k) èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè r, òî κ(µ) ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå κ(µ) = µ
1
r g(µ), ãäå ôóíêöèÿ g(µ) > 0 äèôôåðåíöèðóåìà

ïðè µ > 0, ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ κ′(µ) èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè íå áîëåå 1
r
− 1. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè κ′(µ) = 1
µ′(κ(µ))

, ïîýòîìó

ôóíêöèÿ f(µ) áóäåò èìåòü ïîðÿäîê ìàëîñòè íå ìåíåå 3− 1
r
, òî åñòü óñëîâèå Ëèïøèöà

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè r > 1
2
, ÷òî êàê ðàç ïðèñóòñòâóåò â ïðåäïîëîæåíèÿõ î ôóíêöèè

µ. �

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ

Îïèøåì âíà÷àëå ñâîéñòâà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé (òàêèõ,

êîòîðûå íå íàðóøàþò ãåîìåòðè÷åñêîãî îãðàíè÷åíèÿ):

U =
{
u(·)

∣∣∣ ‖u(t)‖2
Q(t) 6 µ(k(t)), t ∈ [t0, t1]

}
.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ k(·) îïðåäåëÿåòñÿ çäåñü óðàâíåíèåì (2.1) è, âîîáùå ãîâîðÿ,

çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ u(·).

Ëåììà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(k) âîãíóòà è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Òîãäà ìíîæåñòâî

äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé U ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåêîòîðîå óïðàâëåíèå u(·) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé

äâóõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé: u = αu1 + (1− α)u2, α ∈ [0, 1], ui ∈ U. Ïîêàæåì, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå è óïðàâëåíèå u(·) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ki(·) òðàåêòîðèè ïåðåìåííîé k, îòâå÷àþùèå óïðàâëåíèåì ui(·).
Òîãäà

k̇(t) = −‖αu1(t) + (1− α)u2(t)‖2
R(t) > −α‖u1(t)‖2

R(t) − (1− α)‖u2(t)‖2
R(t) =

= αk̇1(t) + (1− α)k̇2(t),

îòêóäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî

k(t) > αk1(t) + (1− α)k2(t).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(·) → k(t) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé. Â ñèëó âîãíóòîñòè è

ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè µ(k) èìååì

µ(k(t)) > αµ(k1(t)) + (1− α)µ(k2(t)) >

> α‖u1(t)‖2
Q(t) + (1− α)‖u2(t)‖2

Q(t) > ‖αu1(t) + (1− α)u2(t)‖2
Q(t) = ‖u(t)‖2

Q(t).

Ïîñëåäíåå âåðíî äëÿ âñåõ t ∈ [t0, t1], ïîýòîìó u(·) ∈ U. �

Ñëåäñòâèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ëåììû ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â çàäà÷å

1 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì.

Óñëîâèÿ íåóáûâàíèÿ è âîãíóòîñòè ôóíêöèè µ(k) ñóùåñòâåííû; íåâûïîëíåíèå õîòÿ

áû îäíîãî èç íèõ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåâûïóêëîñòè ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè.

Ëåììà 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(k) íåïðåðûâíà. Òîãäà ìíîæåñòâî U çàìêíóòî â òîïî-

ëîãèè L2(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ui(·) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ñõîäÿ-

ùàÿñÿ ê ôóíêöèè u(·) â ïðîñòðàíñòâå L2(T ). Èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ui(·)} ìîæíî

âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uik(·)}, ñõîäÿùóþñÿ ê u(·) ïî÷òè âñþäó, ïîýòîìó

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {ui(·)} →
ï.â.

u(·). Ïóñòü ki(·) � òðàåêòîðèè ïåðåìåííîé k(t), ñîîò-

âåòñòâóþùèå óïðàâëåíèÿì ui(·). Òîãäà

ki(t) = k(t0)−
∫ t

t0

‖ui(τ)‖2
R(τ) dτ = k(t0)−

∫ t

t0

‖u(τ)‖2
R(τ) dτ−

−
∫ t

t0

‖ui(τ)− u(τ)‖2
R(τ) dτ − 2

∫ t

t0

〈
R

1
2 (τ)(ui(τ)− u(τ)), R

1
2 (τ)u(τ)

〉
dτ =

= k(t)− I1 − 2I2 → k(t),

òàê êàê I1 → 0 ïî óñëîâèþ ñõîäèìîñòè ui(·) ê u(·), à äëÿ I2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|I2| 6
[
I1

∫ t

t0

‖u(τ)‖2
R(τ) dτ

] 1
2

→ 0.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ µ(k) íåïðåðûâíà, òî â ïðåäåëå ïîëó÷àåì

‖ui(t)‖Q(t) 6 µ(ki(t)) =⇒ ‖u(t)‖Q(t) 6 µ(k(t)).

�

Ëåììà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(·) îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Òîãäà ìíîæåñòâî U îãðàíè÷åíî â

ìåòðèêå Lp(T ), 1 6 p 6 ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mµ âåðõíèé ïðåäåë ôóíêöèè µ(·) è ÷åðåç MQ−1

êîíñòàíòó, îãðàíè÷èâàþùóþ ñâåðõó íîðìó Q−1(t). Òîãäà äëÿ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ

u(·) î÷åâèäíî ‖u(·)‖L∞(T ) 6 M
1
2

Q−1Mµ. Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó, ïîëó÷àåì ‖u(·)‖Lp(T ) 6

M
1
2

Q−1Mµ · (t1 − t0)
1/p. �

Ñëåäñòâèå. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè â çàäà÷å 1 îãðàíè÷åíî.

Òåîðåìà 1 (î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ). Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(k) âîãíóòà è íå óáûâàåò

íà ìíîæåñòâå {k | µ(k) > 0}. Òîãäà ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå u∗(·) ∈ U, äîñòàâëÿþ-

ùåå ìàêñèìóì ëèíåéíîìó íåïðåðûâíîìó ôóíêöèîíàëó J(u(·)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî U ñëàáî êîìïàêòíî, òàê êàê îíî ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì

(ëåììà 4), çàìêíóòûì (ëåììà 5) è îãðàíè÷åííûì (ëåììà 6, Mµ = µ(k(t0))) â ìåòðèêå

L2(T ). Ôóíêöèîíàë J(u(·)) ñëàáî ïîëóíåïðåðûâåí ñâåðõó (êàê âîãíóòûé è ïîëóíå-

ïðåðûâíûé ñâåðõó). Ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé ñâåðõó ôóíêöèîíàë äîñòèãàåò âåðõíåé

ãðàíè íà ñëàáî êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå, ñëåäîâàòåëüíî ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ óïðàâ-

ëåíèé U∗ íåïóñòî è âûïóêëî. �

Ñëåäñòâèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû â çàäà÷å 1 ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå

u(·), ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó íà ãðàíèöó ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè â çàäàííîì íà-

ïðàâëåíèè `. Ìíîæåñòâî äîñòèæèìîñòè ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì âûïóêëûì

êîìïàêòîì.

3.1. Î äîñòàòî÷íîñòè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î

ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ è u∗(·) � åäèíñòâåííîå óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèíöè-

ïó ìàêñèìóìà âìåñòå ñ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ψ(·), òî u∗(·) � îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó ìàêñèìó-

ìà, à òàêîå óïðàâëåíèå âñåãî îäíî, òî îíî ñîâïàäàåò ñ u(·).
Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà â ñîâîêóïíîñòè ñ åäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé
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ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ñòî-

èò ó÷èòûâàòü è óñëîâèÿ òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïðèâåäåííîé â ñëåäóþ-

ùåì ïàðàãðàôå � âåäü åñëè îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé ìíîãî, òî ðåøåíèå ñèñòåìû èç

ïðèíöèïà ìàêñèìóìà òîæå áóäåò íå åäèíñòâåííûì.

Åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïàð {u(t), ψ(t)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðèíöèïó ìàêñèìó-

ìà, òî â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ è íåîáõîäèìîñòè ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ñðåäè

ýòèõ ïàð áóäåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äîñòà-

òî÷íî ïåðåáðàòü âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

4. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâà ðàçëè÷íûõ

óïðàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü óïðàâ-

ëåíèå, êîòîðîå, êàê áóäåò ïîêàçàíî ïîçæå, ÿâëÿåòñÿ �áîëåå îïòèìàëüíûì�. Ïî ñóòè

äåëà ýòî óñèëåííûé âàðèàíò ëåììû ïðî âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëå-

íèé, ïîñêîëüêó ãàðàíòèðóåòñÿ äîïóñòèìîñòü íå òîëüêî òåõ óïðàâëåíèé êîòîðûå ëåæàò

íà îòðåçêå îò u1(·) äî u2(·), íî è äîïóñòèìîñòü óïðàâëåíèé âáëèçè ýòîãî îòðåçêà.

Ëåììà 7. Ïóñòü

(1) ôóíêöèÿ µ(k) âîãíóòà è íå óáûâàåò;

(2) u1(·) è u2(·) � äîïóñòèìûå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå óïðàâëåíèÿ;

(3) îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ w(·) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì,

÷òî w(t) = 0, êîãäà u1(t) = u2(t).

Òîãäà óïðàâëåíèå u(t) = αu1(t) + (1 − α)u2(t) + β(t)w(t) òàêæå áóäåò äîïóñòèìûì

äëÿ âñåõ α ∈ (0, 1) è íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè β(·)
(âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñÿùåé îò α).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âíà÷àëå íåðàâåíñòâî

‖u(t)‖2
S(t) 6 α‖u1(t)‖2

S(t) + (1− α)‖u2(t)‖2
S(t) (4.1)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû S(t). Ïðè u1(t) = u2(t) èìååò

ìåñòî w(t) = 0, u(t) = u1(t) = u2(t) è (4.1) î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà.

Åñëè æå u1(t) 6= u2(t), òî

‖αu1(t) + (1− α)u2(t)‖2
S(t) < α‖u1(t)‖2

S(t) + (1− α)‖u2(t)‖2
S(t)
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â ñèëó ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè u → ‖u‖2
S(t). Èç íåïðåðûâíîñòè ýòîé ôóíêöèè

ñëåäóåò, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ β(t) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ è íåðàâåíñòâî (4.1), ïðè÷åì

ôóíêöèþ β(·) ìîæíî âûáðàòü êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé.
Ïóñòü òåïåðü k(t), k1(t), k2(t) � òðàåêòîðèè ïåðåìåííîé k, ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâ-

ëåíèÿì u(t), u1(t), u2(t). Òîãäà, èñïîëüçóÿ (4.1), ïîëó÷àåì

k̇(t) = −‖u(t)‖2
R(t) > −α‖u1(t)‖2

R(t) − (1− α)‖u2(t)‖2
R(t),

÷òî ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ äàåò k(t) > αk1(t) + (1− α)k2(t). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ µ(k)

âîãíóòàÿ è íåóáûâàþùàÿ, òî

µ(k(t)) > µ(αk1(t) + (1− α)k2(t)) > αµ(k1(t)) + (1− α)µ(k2(t)) >

> α‖u1(t)‖2
Q(t) + (1− α)‖u2(t)‖2

Q(t) > ‖u(t)‖2
Q(t),

òî åñòü u(t) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè óäîâëåòâîðÿåò ãåîìåòðè÷åñêîìó îãðàíè÷åíèþ

è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì óïðàâëåíèåì. �

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèî-

íàëà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ, åñëè äëÿ âñåõ δ > 0 âûïîëíåíî∫ t1

t1−δ

‖h(t)‖2 dt > 0.

Â çàäà÷å 1 âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ äëÿ âñåõ íàïðàâëåíèé ` èç

åäèíè÷íîé ñôåðû ýêâèâàëåíòíà ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû íà ëþáîì îòðåçêå

[t1 − δ, t1].

Ëåììà 8. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ, ôóíêöèè µ(k) è h(t) íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, è ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè µ(k) âñþäó ïîëîæèòåëüíà, òî ψ(t) >

0, t ∈ [t0, t1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ψ(t) íåâîçðàñòàþùàÿ. Ïîêàæåì,

÷òî îíà ïîëîæèòåëüíà â ëåâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè t1. Ïóñòü ýòî íå òàê, òî åñòü íàéäåòñÿ

÷èñëî δ > 0, òàêîå, ÷òî ψ(t) = 0, t ∈ Tδ = [t1 − δ, t1]. Ïîñêîëüêó âûïîëíåíî óñëîâèå

îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ, òî ‖h(t)‖ > 0 íà ïîäìíîæåñòâå Tδ íåíóëåâîé ìåðû. Ïîñêîëüêó

íà Tδ ïðèíöèï ìàêñèìóìà ïðåâðàùàåòñÿ â

〈h(t), u(t)〉 = max
u∈U

〈h(t), u〉 > 0,

òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè ψ(t) îòðèöàòåëüíà:

ψ̇(t) = −µ′(k(t1))〈h(t), u(t)〉 < 0.
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Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà Tδ, ïîëó÷àåì ψ(t1 − δ) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàí-

íîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(t) > 0 ïðè âñåõ t < t1. �

Òåîðåìà 2 (î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ). Ïóñòü

(1) âûïîëíåíî óñëîâèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ;

(2) ôóíêöèÿ h(·) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà;
(3) ôóíêöèÿ µ(·) âîãíóòà, âîçðàñòàåò, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è â òî÷êå

µ(k) = 0 èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè íå ìåíåå 1
2
.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî óïðàâëåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó

(1.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ òåîðåìû ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Ïî ëåììå

3 ïîëó÷àåì µ(k(t)) > 0, t ∈ [t0, t1], à óñëîâèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ â ñèëó ëåììû

8 è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà äàåò u(t) = 0 ïðè h(t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî íåíóëåâîé ìåðû T0 ⊆ T , íà êîòîðîì h(t) 6= 0 è u1(t) 6= u2(t).

Ïóñòü u1(t) è u2(t) � ðàçëè÷íûå îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ. Îíè óäîâëåòâîðÿþò

ïðèíöèïó ìàêñèìóìà è, êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, íåïðåðûâíû (òàê êàê ψ(t) > 0, t ∈
[t0, t1)). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî α ∈ (0, 1) è ðàññìîòðèì óïðàâëåíèå

u(t) = αu1(t) + (1− α)u2(t) + β(t)w(t), w(t) =

{
0, u1(t) = u2(t);

h(t), u1(t) 6= u2(t).

Ïî ëåììå 7 òàêîå óïðàâëåíèå äîïóñòèìî ïðè ìàëîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè β(·).
Ïîêàæåì, ÷òî íà ýòîì óïðàâëåíèè çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà áîëüøå, ÷åì íà ui(·):

J(u(·))− J(ui(·)) =

∫
{ t | u1(t) 6=u2(t)}

β(t)‖h(t)‖2 dt >
∫
T0

β(t)‖h(t)‖2 dt > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, óïðàâëåíèÿ ui(·) íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè. Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå
ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé, ñëåäîâàòåëüíî,

îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå åäèíñòâåííî. �

ßñíî, ÷òî åñëè óñëîâèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ íå âûïîëíåíî, òî â êîíöå òðàåêòîðèè

ψ(t) = 0, h(t) = 0 è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, óêëà-

äûâàþùèåñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå (òàê êàê ýòè çíà÷åíèÿ óæå íå âëèÿþò íà

çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà), òî åñòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàâåäîìî íå åäèíñòâåííîå.

Îäíàêî åñëè óñëîâèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ â òî÷êå t1, íî âñå-òàêè

îíî âûïîëíåíî â äðóãîé òî÷êå θ ∈ [t0, t1), òî óïðàâëåíèå áóäåò åäèíñòâåííî ñ òî÷íî-

ñòüþ äî �õâîñòà� íà îòðåçêå [θ, t1].
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5. Íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé òðàåêòîðèè è óïðàâëåíèÿ

5.1. Òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó λ = 0 è λ > 0. Òàê êàê óðàâíåíèÿ ñèñòåìû

ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ â ñëó÷àÿõ λ = 0 è λ > 0, òî äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è æåëàòåëüíî êàêèì-ëèáî íàéòè òå òî÷êè, â êîòîðûõ çíà÷åíèå λ ìåíÿåòñÿ ñ

íóëåâîãî íà ïîëîæèòåëüíîå è îáðàòíî. Èç ôîðìóëû (2.5) âèäíî, ÷òî λ = 0 òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

2ψ(t)µ(k(t)) >
∥∥R−1(t)h(t)

∥∥
Q(t)

. (5.1)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè çàäà÷è, ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ïîëîæåíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ëåâîé ÷àñòè.

Åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ψ(t) < 0, òî çàâåäîìî λ > 0, ïîñêîëüêó ïðàâàÿ

÷àñòü (5.1) íåîòðèöàòåëüíà. Íàïðèìåð, åñëè ôóíêöèÿ µ(k) íåâîçðàñòàþùàÿ, òî ψ(t) <

0 âñþäó, è, ñëåäîâàòåëüíî, ãåîìåòðè÷åñêîå îãðàíè÷åíèå âñåãäà àêòèâíî.

Ëåììà 9. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(k) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü (5.1), òî

åñòü ôóíêöèÿ ϕ(t) = ψ(t)µ(k(t)), ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, ϕ(t1) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ µ(k) íåóáûâàþùàÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ ψ(t) íåâîçðàñ-

òàþùàÿ è íåîòðèöàòåëüíàÿ; ïîñêîëüêó k(t) ìîíîòîííî óáûâàåò, òî µ(k(t)) íå âîçðàñòà-

åò. Ôóíêöèÿ ψ(t) ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ

íåâîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé. �

5.2. Ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòå-

ìó (h(t) ≡ h, Q(t) ≡ Q, R(t) ≡ R) ñ íåóáûâàþùåé ôóíêöèåé µ(k). Â ýòîì ñëó÷àå

ïðàâàÿ ÷àñòü (5.1) ïîñòîÿííà, à ëåâàÿ íå âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, â íà÷àëå òðàåê-

òîðèè λ = 0, à çàòåì λ > 0 äî êîíöà âðåìåíí�îãî èíòåðâàëà, òî åñòü ñóùåñòâóåò òîëüêî

îäíà òî÷êà ïåðåêëþ÷åíèÿ ñ λ = 0 íà λ > 0, à îáðàòíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîèçîéòè íå

ìîæåò.

Îáîçíà÷èì ýòîò ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ÷åðåç θ. Íåèçâåñòíîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ψ

îáîçíà÷èì ψ0. Çàïèøåì íà îòðåçêå [t0, θ] óðàâíåíèÿ (2.1) è (2.2) ïðè óñëîâèè λ = 0, à

íà îòðåçêå [θ, t1] � ïðè λ > 0.

Ïóñòü íàéäåíû òðàåêòîðèè k(t) è ψ(t) äëÿ âñåõ θ è ψ0. Òîãäà èç óñëîâèÿ ψ(t1) = 0

íàõîäèì ψ0 (ýòî çíà÷åíèå áóäåò â îáùåì ñëó÷àå çàâèñåòü îò θ), à çàòåì èç óñëîâèÿ

ïåðåêëþ÷åíèÿ â òî÷êå θ � ñàì ìîìåíò θ.

Ïîñêîëüêó â íà÷àëå òðàåêòîðèè λ = 0, òî ψ(t) = ψ(t0) = ψ0, è ïðîèçâîäíàÿ

k̇(t) = − 1

(2ψ0)
2‖h‖

2
R−1 (5.2)
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íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ψ0:

θ = t0 +
(2ψ0)

2

‖h‖2
R−1

(
k0 − µ−1

(
‖R−1h‖Q

2ψ0

))
,

ãäå µ−1 � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê µ(k). Åñëè ïîëó÷àåòñÿ θ < t0, òî âñþäó λ > 0, à â

ñëó÷àå θ > t1 âñþäó λ = 0.

5.3. ×èñëåííîå îòûñêàíèå òðàåêòîðèé. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ k(t)

è ψ(t) äîñòàòî÷íî ñëîæíû, òàê êàê â êàæäûé ìîìåíò íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå

ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà λ è ïî íåìó óïðàâëåíèå, ïîñëå ÷åãî ïîäñòàâëÿòü â óðàâíåíèÿ

(2.1) è (2.2). Ïðè íàëè÷èè äâóõ è áîëåå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû Q−1
2RQ−1

2 àíà-

ëèòè÷åñêîå íàõîæäåíèå çíà÷åíèÿ λ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê îíî áóäåò

êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 2m, ãäå m � êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Îäíàêî îñíîâíîé òðóäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííûé ó÷¼ò íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ

k è ψ, çàäàâàåìûõ íà ðàçíûõ êîíöàõ âðåìåíí�îãî èíòåðâàëà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëà-

ãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è:

(1) Âûáðàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ψ0 = ψ(t0).

(2) ×èñëåííî ðåøèòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.1) è (2.2) (èñïîëüçóÿ ïðî-

èçâîëüíûé ìåòîä äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÎÄÓ, íàïðèìåð, ìåòîä Ýéëåðà èëè

Ðóíãå�Êóòòû). Ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ Ëàãðàíæà λ

èùåòñÿ êàê ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

íåêîòîðîå çíà÷åíèå ψ1(ψ0) = ψ(t1).

(3) Ïîâòîðÿÿ ïåðâûå ýòè øàãè íåîáõîäèìîå ÷èñëî ðàç, íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ ψ1(ψ0) = 0; îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç ψi
0.

(4) Èç óïðàâëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì ψi
0, âûáðàòü òî, íà

êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (1.3) íàèáîëüøåå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ. Òîãäà

óêàçàííûé àëãîðèòì íàõîäèò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ̄(t) � òðàåêòîðèÿ ïåðåìåííîé ψ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòè-

ìàëüíîìó óïðàâëåíèþ u(·). Òîãäà ÷èñëî ψ̄(t0) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ψ1(ψ0) =

0 â ñèëó òîãî, ÷òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà òðåáóåò ψ̄(t1) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå

ψ̄(t0) è ñîîòâåòñòâóþùèå åìó òðàåêòîðèè ψ(t) è óïðàâëåíèÿ áóäóò íàéäåíû àëãîðèò-

ìîì. �
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6. Ïðèìåðû

6.1. Îäíîìåðíàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà. Ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è â ýòîì

ïðèìåðå. Òðåáóåòñÿ îòûñêàòü ìàêñèìóì èíòåãðàëà

J(u(·)) =

∫ T

0

µ(k(t))u(t) dt (6.1)

ïðè óñëîâèè u(t) 6 1, à òàêæå ôóíêöèþ u(·), íà êîòîðîé ýòîò ìàêñèìóì ðåàëèçóåòñÿ.

Çäåñü k(t) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

k̇(t) = −µ2(k(t))u2(t), k(0) = k0.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì µ(k) = k, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò â èñõîäíîé çàäà÷å (1.1)

îãðàíè÷åíèþ ‖u(t)‖Q(t) 6 k(t).

Âîñïîëüçóåìñÿ èçëîæåííîé âûøå ñõåìîé ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìû.

Ïóñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ψ ðàâíî ψ0, òîãäà ïåðåêëþ÷åíèå ñ λ = 0 íà λ > 0 ïðîèñõîäèò

â ìîìåíò

θ = (2ψ0)
2

(
k0 −

1

2ψ0

)
, (6.2)

à åñëè 2ψ0k0 < 1, òî ñ ñàìîãî íà÷àëà λ > 0, è òîãäà ìû ïîëàãàåì θ = 0.

Íàéä¼ì ôóíêöèþ k(t). Äî ìîìåíòà θ îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (5.2), à ïîñëå �

óðàâíåíèþ k̇(t) = −k2(t), ïîýòîìó

k(t) =


k0 −

t

(2ψ0)
2 , 0 6 t 6 θ;

k(θ)

k(θ)(t− θ) + 1
, θ < t 6 T.

Ïîñëå ìîìåíòà θ ôóíêöèÿ ψ(t) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ψ̇(t) = −(1 − 2k(t)ψ(t)), ïî-

ýòîìó

ψ(t) =

{
ψ0, 0 6 t 6 θ;

(k(θ)(t− θ) + 1)(ψ0 (k(θ)(t− θ) + 1)− (t− θ)), θ < t 6 T.

Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ ψ(T ) = 0, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå

ψ0 =
T − θ

k(θ)(T − θ) + 1
. (6.3)



15

Ðåøàÿ óðàâíåíèÿ (6.2) è (6.3), íàõîäèì θ è ψ0:

θ = T

√
k0T − 1√
k0T

, ψ0 =

√
k0T

2k0

â ñëó÷àå k0T > 1, è

θ = 0, ψ0 =
T

k0T + 1
â ñëó÷àå k0T < 1.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (6.1):

u∗(·) =


2ψ0

4ψ2
0k0 − t

, t ∈ [0, θ];

1, t ∈ [θ, T ];
, J(u∗(·)) =

{
ln(k0T + 1), k0T < 1;√
k0T + ln 2− 1, k0T > 1.

Íà ðèñóíêå 1 ïðåäñòàâëåíî óïðàâëåíèå â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ, òî åñòü ôóíêöèÿ

k(t)u(t) (ïóíêòèðîì ïîêàçàí ãðàôèê k(t)). Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòà ôóíêöèÿ âñåãäà

áóäåò èìåòü òàêîé âèä: êîíñòàíòà íà òåõ ó÷àñòêàõ, ãäå λ = 0, è â òî÷íîñòè µ(k(t)) â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

6.2. Îäíîìåðíàÿ íåàâòîíîìíàÿ ñèñòåìà. Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàáîòû ïðèâåäåííîãî

âûøå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà âûáðàíà ñèñòåìà{
ẋ(t) = (1 + sin t)u(t),

k̇(t) = −k2(t)u2(t),

Íà ðèñóíêå 2 ïðèâåäåí ãðàôèê óïðàâëåíèÿ â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ïðè âûáîðå ïà-

ðàìåòðîâ T = 6π, k0 = π/12.

6.3. Äâóõìåðíàÿ ñèñòåìà. Íà ðèñóíêå 3 ïðåäñòàâëåíà òðóáêà äîñòèæèìîñòè ñëå-

äóþùåé äâóõìåðíîé ñèñòåìû: 
ẋ1(t) = x2(t),

ẋ2(t) = −x1(t) + u(t),

k̇(t) = −k2(t)u2(t).

7. Ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ öåíû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé íà öåëåâîå ìíîæåñòâî M = {(x, k) | x ∈M(k), k ∈ R}, è â ñâÿçè ñ ýòèì

ôóíêöèþ öåíû

V (t, x, k) = min
u(·)∈U

d (x(t1),M(k(t1))) .
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Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíûì (âÿçêîñòíûì) ðåøåíèåì [4] óðàâíåíèÿ Ãàìèëü-

òîíà�ßêîáè�Áåëëìàíà
∂V

∂t
+ min

‖u‖2
Q(t)61

{〈
∂V

∂x
, µ(k)B(t)u

〉
− µ2(k)

∂V

∂k
‖u‖2

R(t)

}
= 0 (7.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì V (t1, x, k) = d(x,M(k)) è êðàåâûì óñëîâèåì V (t, x, k)|µ(k)=0 =

d(x,M(k)). Âû÷èñëèì ôóíêöèþ öåíû, èñïîëüçóÿ ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó:

V (t, x, k) = min
u(·)∈U

max
‖`‖61

〈
x+

∫ t1

t

B(t)u(t) dt, `

〉
− ρ (` | M(k(t1))) .

Ôóíêöèÿ u(·) → k(t1) âîãíóòà (ñì. ëåììó 4). Åñëè ìíîæåñòâî M âûïóêëî, òî ôóíê-

öèÿ k → ρ (` | M(k)) âîãíóòà è ìîíîòîííà, åñëè M(k1) ⊆ M(k2). Ñëåäîâàòåëüíî,

ôóíêöèÿ u(·) → ρ (` | M(k(t1))) òàêæå âîãíóòà. Ïîëó÷àåì, ÷òî âûðàæåíèå ïîä çíà-

êîì ìèíèìàêñà âîãíóòî ïî ` è âûïóêëî ïî u(·), ïîýòîìó ìèíèìàêñ ìîæíî çàìåíèòü

íà ìàêñèìèí [5], îòêóäà

V (t, x, k) = max
‖`‖61

〈x, `〉 − ρ (` | W [k, t]) = d (x,W [k, t]) , (7.2)

ãäå W [k, t] = {x | (x, k) ∈ W [t]} � ñå÷åíèå ìíîæåñòâà ðàçðåøèìîñòè ïðè ïîñòîÿííîì

çíà÷åíèè k.

Òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûé ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåí èñõîäÿ èç (7.1)

è (7.2):

U(t, x, k) = Arg min
‖u‖2

Q(t)61

{〈
∂d (x,W [k, t])

∂x
, µ(k)B(t)u

〉
− µ2(k)

∂d (x,W [k, t])

∂k
‖u‖2

R(t)

}
.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿW [k, t] ñèíòåç ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðå-

ðûâíûì ñâåðõó, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ïðîäîëæàåìîñòè

[6] ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ(
ẋ(t)

k̇(t)

)
∈ conv

{(
µ(k)B(t)u

−µ2(k)‖u‖2
R(t)

) ∣∣∣∣∣ u ∈ U(t, x, k)

}
. (7.3)

(Âçÿòèå âûïóêëîé îáîëî÷êè çäåñü íîñèò ÷èñòî òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð è â ñëåäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ íå ïðèáàâëÿåò âîçìîæíîñòåé óïðàâëåíèþ.)

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äàííûé ïîäõîä ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà ñèñòåìû ñ

íåîïðåäåëåííîñòüþ, â êîòîðûõ ïîìåõà ñòåñíåíà ãåîìåòðè÷åñêèì îãðàíè÷åíèåì: ôîð-

ìóëà (7.2) îñòàåòñÿ âåðíîé, òàê ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è íåîáõîäèìî

ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ðàçðåøèìîñòè èëè åãî àïïðîêñèìàöèþ.

Àâòîð áëàãîäàðèò À. Á. Êóðæàíñêîãî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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