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Управляемая система

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + C(t)v(t)

x(t) ∈ R
n — положение системы

u(t) — управление; геометрическое
ограничение

u(t) ∈ P(t), t0 6 t 6 t1

v(t) — помеха; интегральное ограничение

∫ t1

t0

‖v(t)‖2
S(t) dt 6 ν
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Задача

Привести систему на заданное целевое множество M

Найти:

множество разрешимости W

функцию цены V

синтез управлений U
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Подходы к решению

Альтернированный интеграл Л. С. Понтрягина

Теория Н. Н. Красовского

Динамическое программирование
(Р. Беллман, Р. Айзекс)

Негладкое динамическое программирование
(М. Крэндалл, П.-Л. Лионс, А. И. Субботин)

Эллипсоидальное исчисление (А. Б. Куржанский)
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Учёт интегрального ограничения I

Резерв:

k(t) = ν −

∫ t

t0

‖v(τ)‖2
S(τ) dτ

Уравнение резерва:

k̇(t) = −‖v(t)‖2
S(t), k(t0) = ν

Фазовое ограничение:

k(t) > 0, t0 6 t 6 t1
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Учёт интегрального ограничения II

Наихудшая оценка резерва:

k+(t) = max

(

ν −

∫ t

t0

‖v(t)‖2
S(t) dt

)

т. ч. C(t)v(t) = ẋ(t) − A(t)x(t) − B(t)u(t)
︸ ︷︷ ︸

w(t)

,

k̇+(t) = −‖w(t)‖2
S+(t), k+(t0) = ν

k̇+(t) > 0, t0 6 t 6 t1
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т. ч. C(t)v(t) = ẋ(t) − A(t)x(t) − B(t)u(t)
︸ ︷︷ ︸

w(t)

,

k̇+(t) = −‖w(t)‖2
S+(t), k+(t0) = ν

k̇+(t) > 0, t0 6 t 6 t1

Ломоносовские чтения · 19 IV 2004 – p.6/26



Постановка задачи I

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + C(t)v(t)

геометрическое ограничение на управление

u(t) ∈ P(t), t0 6 t 6 t1

интегральное ограничение на помеху

∫ t1

t0

‖v(t)‖2
S(t) dt 6 ν
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Постановка задачи I

ẋ(t) = u(t) + C(t)v(t)

геометрическое ограничение на управление

u(t) ∈ B(t)P(t), t0 6 t 6 t1

интегральное ограничение на помеху

∫ t1

t0

‖v(t)‖2
S(t) dt 6 ν
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Постановка задачи I
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Постановка задачи I

ẋ(t) = u(t) + w(t)

k̇+(t) = −‖w(t)‖2
S+(t)

геометрическое ограничение на управление

u(t) ∈ P̂(t), t0 6 t 6 t1
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Постановка задачи I

ẋ(t) = u(t) + v(t) (∗)

k̇(t) = −‖v(t)‖2
S(t)

геометрическое ограничение на управление

u(t) ∈ P(t), t0 6 t 6 t1

фазовое ограничение на помеху

k(t) > 0, t0 6 t 6 t1
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Постановка задачи II

Классы управлений:

Позиционные стратегии UCL:

U(t, x, k) ⊆ P(t)

(
ẋ(t)

k̇(t)

)

= U(t, x, k)× {0}+

(

v(t)

−‖v(t)‖2
S(t)

)

(∗∗)

Программные управления UOL

u(t) ∈ P(t)
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Постановка задачи II

Классы управлений:

Позиционные стратегии UCL:

U(t, x, k) ⊆ P(t)

(
ẋ(t)

k̇(t)

)

= U(t, x, k)× {0}+

(

v(t)

−‖v(t)‖2
S(t)

)

(∗∗)

Программные управления UOL

u(t) ∈ P(t)
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Постановка задачи III

Задача
для данного целевого множества M найти множество
разрешимости W [t0] и стратегию U ∈ UCL, т. ч. для

любой допустимой помехи v(t)

(
x(t0)

k(t0)

)

∈ W [t0] =⇒

(
x(t1)

k(t1)

)

∈ M

(
x(t)

k(t)

)

— решение (∗∗)
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Сечения

x1, . . . , xn

k

W [t]

W [k, t] = {x ∈ R
n | (x, k) ∈ W [t]}
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Альтернированный интеграл I

Максиминное множество разрешимости:

W+[k, t] = W+(t; t1,M) =

{x | ∀v(·) ∃u(·) ∈ UOL : x(t1) ∈ M(k(t1))}

Минимаксное множество разрешимости:

W−[k, t] = W−(t; t1,M) =

{x | ∃u(·) ∈ UOL ∀v(·) : x(t1) ∈ M(k(t1))}

(x(t), k(t)) — траектория (∗), выпущенная из (t, x, k).
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Альтернированный интеграл II

Формулы для программных множеств разрешимости:

W + [k, t] =
⋂

06γ6k

{(

M(γ) −

∫ t1

t

P(τ) dτ

)

−̇
√

k − γS(t, t1)

}

,

W−[k, t] =
⋂

06γ6k

(

M(γ) −̇
√

k − γS(t, t1)
)

−

∫ t1

t

P(τ) dτ.

S(t, t1) = E

(

0,

∫ t1

t

S−1(τ) dτ

)

.
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Альтернированный интеграл III

T = {τ0, . . . , τm} — разбиение t = τ0 6 τ 6 τm = t1.

Альтернированные суммы:

W+
T [k, τm] = M(k)

W+
T [k, τi−1] = W+(k, τi−1; τi, W

+[τi, ·]) =

=
⋂

06γ6k

{(

W+
T

[γ, τi] −

∫ τi

τi−1

P(τ) dτ

)

−̇
√

k − γS(τi−1, τi)

}

Множество W+
T [k, τ0] = I+

T [k, t] —
верхняя интегральная сумма.
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Альтернированный интеграл III
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Альтернированный интеграл III
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Альтернированный интеграл IV

Если существует предел

lim
diam T →0

h
(
I+
T [k, t], I+[k, t]

)
= 0

то I+[k, t] — верхний альтернированный
интеграл.

Нижний альтернированный интеграл I−[k, t]
определяется аналогично.

Если I+[k, t] = I−[k, t] = I[k, t],
то I[k, t] — альтернированный интеграл.

Полное обозначение: I(k, t; t1,M(·)).
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Альтернированный интеграл IV

Если существует предел
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Альтернированный интеграл V

Свойства альтернированного интеграла:

Верхний и нижний интегралы — компакты и

I+[k, t] =
⋂

T

I+
T [k, t], I−[k, t] = cl

⋃

T

I−
T [k, t]

I−[k, t] ⊆ W [k, t] ⊆ I+[k, t]

I[k, t] = W [k, t]

Полугрупповое свойство (для I, I+, I−):

I(k, t; t1,M(·)) = I(k, t; τ, I(·, τ ; t1,M(·))).
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Альтернированный интеграл V
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Динамическое программирование I

Функция цены:

V (t, x, k) = min
U∈UCL

max
v(·)

max
(x[t1],k[t1])∈ZU [t1]

d2 (x[t1],M (k[t1]))

ZU [τ ],v(·) — трубка достижимости (∗∗), выпущенная из

точки (x, k) в момент времени t, при условии выбора

управления U и помехи v(·).

Предположение:

V (t, x, k) непрерывно дифференцируема.
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Динамическое программирование II

Уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана–Айзекса:

∂V

∂t
+ min

u∈P(t)
max
v∈Rn

{〈
∂V

∂x
, u + v

〉

− ‖v‖2
S

∂V

∂k

}

= 0

t0 6 t 6 t1, k > 0

V (t1, x, k) = d2(x,M(k)), k > 0

∂V

∂t
+ min

u∈P(t)

〈
∂V

∂x
, u

〉∣
∣
∣
∣
k=0

= 0, t0 6 t 6 t1
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Динамическое программирование II

Уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана–Айзекса:

∂V

∂t
+ min

u∈P(t)
max
v∈Rn

{〈
∂V

∂x
, u + v

〉

− ‖v‖2
S

∂V

∂k

}

= 0

t0 6 t 6 t1, k > 0

V (t1, x, k) = d2(x,M(k)), k > 0

∂V

∂t
+ min

u∈P(t)

〈
∂V

∂x
, u

〉∣
∣
∣
∣
k=0

= 0, t0 6 t 6 t1

Ломоносовские чтения · 19 IV 2004 – p.17/26



Динамическое программирование III

Свойства функции цены:

Полугрупповое свойство:

V (t, x, k) = V (t, x, k; t1, d
2(·,M(·))) =

= V (t, x, k; τ, V (τ, ·, ·; t1, d
2(·,M(·))))

Верхняя оценка:

V (t, x, k) 6 d2(x,W [k, t])
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Динамическое программирование III

Свойства функции цены:

Полугрупповое свойство:
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2(·,M(·))) =
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Динамическое программирование IV

Решение задачи синтеза:

Множество разрешимости:

W [k, t] = {x | V (t, x, k) 6 0}

Синтез:

U∗(t, x, k) = Arg min
u∈P(t)

〈
∂V

∂x
, u

〉
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Динамическое программирование IV

Решение задачи синтеза:

Множество разрешимости:
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U∗(t, x, k) = Arg min
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〈
∂V

∂x
, u

〉
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Синтез управлений I

Z[k, t] — слабо инвариантная система множеств, если

Z[k, t] ⊆ W+(k, t; t + σ,Z[·, t + σ]).

Эволюционное уравнение

lim
σ→0

1

σ
max
06γ6k

h+

(
Z[k, t − σ] +

√

σ(k − γ)E
(
0, S−1(t)

)
,

Z[γ, t] − σP(t)
)

= 0
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Синтез управлений II

Пусть h(t, x, k) = d2(x,Z[k, t]), тогда

min
u∈P(t)

max
v∈Rn

dh(t, x, k)

dt
=

=
∂h

∂t
+ min

u∈P(t)
max
v∈Rn

{〈
∂h

∂x
, u + v

〉

− ‖v‖2
S

∂h

∂k

}

6 0

Если Z[k, t1] ⊆ M, то стратегия

UZ(t, x, k) = Arg min
u∈P(t)

〈
∂h(t, x, k)

∂x
, u

〉

решает задачу синтеза.
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Одномерный случай

Пусть x ∈ R. Тогда

В цепочке вложений

W−[k, t] ⊆ I−[k, t] ⊆ I+[k, t] ⊆ W+[k, t]

каждое из вложение может быть строгим, если
только меньшее из множеств пусто

Множества W−[k, t], W+[k, t], I−[k, t], I+[k, t]
являются отрезками и могут быть записаны в
явном виде

V (t, x, k) = d2(x,W [k, t]).
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